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A convergência para um mundo mais portátil é fato consumado no âmbito da engenharia.
Isto se estende também para a esfera acadêmica, fazendo com que mais e mais estudantes
recorram a dispositivos portáteis. O uso de tablets e smartphones, e a sua progressiva
melhora, cria, então, uma demanda de programas que sejam compatíveis com essas
plataformas. Nesse sentido, o presente trabalho tem o objetivo de prover uma alternativa
de programa de análise estrutural para estruturas reticuladas planas, desenvolvendo um
aplicativo para plataforma Android. É importante ressaltar, consequentemente, que este
software não visa o uso profissional, salvo consultas rápidas e simplificadas, mas sim o uso
em sala de aula. Levando em conta esta preferência, foram desenvolvidas ferramentas para
facilitar este tipo de utilização, como a apresentação de elementos de cálculo – tal qual as
matrizes de rigidez dos elementos. Também foi dada prioridade à facilidade de inserção,
contando o programa com uma interface gráfica que mostrasse, concomitantemente, a
inserção de novos elementos na estrutura, bem como a atribuição de carregamentos aos
mesmos.
Palavras-chave: Análise Estrutural. Android. Método dos Deslocamentos.

Abstract
The convergence to a more portable world is an accepted fact amidst engineers. This
extends as well to the academic sphere, resulting in an evergrowing number of students
who resort to portable devices. The usage of tablets and smartphones, as well as their
continuous improvement, creates, thus, a demand for programs that are compatible with
these platforms. In this sense, the following work aims to provide an alternate option to the
analysis of planed frame structures, developing an application for Android. It is important
to highlight that, consequently, this software’s goal is not professional use, unless for quick
simplified verifications, but academic use. Considering this choice, tools to ease this kind
of utilization were developed, like the display of calculation elements – such as element
stiffness matrixes. The user-interface was also prioritized, resulting in a graphic entry
system that shows, simultaneously, the insertion of new elements in the structures, as well
as the designation of their loads.
Keywords: Structural Analysis. Android. Displacement Method.
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1 Introdução
É inegável a participação de dispositivos portáteis no cotidiano da sociedade. De
fato, segundo a GLOBAL WEB INDEX (c2005), cerca de 80% dos internautas mundiais
utilizam smartphones. Este número, aliado aos 47% que utilizam tablets, acaba por abranger
a quase totalidade dos usuários de internet (Figura 1).
Figura 1 – Uso de dispositivos móveis no mundo
Fonte: GLOBAL WEB INDEX (c2005)
Este fato é ainda mais exacerbado se considerarmos que smartphones e tablets são
frutos de um passado recente, estabelecendo sua hegemonia em um período de tempo
notavelmente curto. Tendo isto em mente, não é absurdo afirmar que tendência análoga se
desenrole no âmbito educacional. De fato, ferramentas como esta facilitam em muito o
processo de aprendizado, visto que adicionam uma nova dimensão a ele: o ensino deixa de
ser estático para se tornar dinâmico e interativo. Ao encontro deste raciocínio, em pesquisa
realizada em 2010 pelo instituto Project Tomorrow, demonstrou-se que existe um grande
interesse da parte dos estudantes por novas tecnologias em sala de aula: “Estudantes querem
poder interagir e aprender com a sua rede pessoal de especialistas usando ferramentas
colaborativas e de comunicação de ponta” (Project Tomorrow (2009), tradução nossa).
Ademais, ruma-se para um novo tipo de ensino. Um ensino que não mais eleva o
professor a uma posição de detentor de conhecimento, mas sim de tutor. O aprendizado,
por sua vez, torna-se mais colaborativo – “[...] os estudantes começam a construir uma
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rede personalizada de especialistas e, na verdade, também compartilham sua própria
experiência do mesmo modo com outros” (Project Tomorrow (2009), tradução nossa).
Pode-se, portanto, traçar um perfil análogo no aprendizado da Engenharia Civil.
Temos um processo de virtualização das tarefas já consolidado no mercado de trabalho, mas
que não parece se estabelecer no âmbito do estudo - que, ainda segundo Project Tomorrow
(2009), apresenta métodos mais conservadores de transmissão do conhecimento. Isto, unido
ao fato de que os softwares mais populares voltados à engenharia são razoavelmente
robustos, dificultando grandemente seu uso em sala de aula, faz com que o ensino perca
uma grande oportunidade de se renovar, de integrar uma nova faceta, uma nova dimensão.
Neste sentido, este trabalho busca desenvolver, dentro dos limites estabelecidos
em seu escopo, a portabilidade na área de análise estrutural, em engenharia civil. Para
isto, escolheu-se realizar o desenvolvimento de um aplicativo em plataforma Android, cuja
escolha deveu-se sobretudo à imensa popularidade do sistema e também a sua presença
frequente em toda uma gama de aparelhos eletrônicos. Alternativamente, este trabalho
também poderia ser realizado visando as demais plataformas voltadas a dispositivos
portáteis, como Windows Phone ou OSx.Contudo, considerando o seu número restrito de
usuários e alto custo de desenvolvimento, respectivamente, estas opções foram descartadas
logo no estudo prévio.
Outro ponto que sobre o qual nos devemos ater neste primeiro momento são as
limitações do aplicativo. Não configurando necessariamente um aspecto negativo, impor
limitações na utilização de um produto desta sorte pode ajudar a definir melhor o seu
escopo, além de assegurar que ele seja mais intuitivo para o usuário. Por conta disto,
algumas linhas deverão ser traçadas para evitar a implementação de funções que terão
pouca utilização no âmbito proposto pelo projeto. Como exemplo podemos citar que as
barras deverão ter perfis constantes e material homogêneo elástico linear, ou então que as
cargas distribuídas serão de distribuição linearmente variável, podendo apresentar valores
iguais nas extremidades de uma barra.
Assim, tendo em vista o que até o momento foi exposto, visa-se que ao final
deste trabalho, tenha-se um aplicativo para plataformas portáteis que disponibilize as
ferramentas básicas de análise estrutural, tais como: inserção de elementos, cadastro de
perfis, visualização de diagramas de esforços solicitantes, etc.
1.1 OBJETIVOS
Com o intuito de definir o escopo deste trabalho, deverão ser definidos também os
objetivos deste. Se distinguirão entre um objetivo geral, englobando os aspectos holísticos
do trabalho, e diversos objetivos específicos, que abarcarão aspectos mais pontuais do
processo de desenvolvimento do aplicativo.
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1.1.1 Objetivo Geral
Confeccionar um software portátil para plataforma Android de utilização intuitiva
e facilitada e que possua todas as ferramentas necessárias para o estudo simplificado de
uma estrutura plana porticada.
1.1.2 Objetivos Específicos
◦ Elaborar uma interface que permita a construção, edição e análise de resultados
eficiente das três famílias de estruturas planas (barras, treliças e pórticos);
◦ Elaborar uma interface que permita uma navegação adaptada às necessidades do
programa e também às possibilidades que o touchscreen oferece;
◦ Elaborar e implantar uma rotina baseada no método dos deslocamentos para cálculo
matricial destas estruturas;
◦ Elaborar e implantar uma rotina para cálculo e desenho dos diagramas de esforços
internos;
◦ Elaborar e implantar uma rotina para cálculo e desenho das deformações;
◦ Introduzir preferências pré-programadas, como perfis de uso trivial;
◦ Elaborar interfaces que permitam ao usuário o cadastro de seus próprios materiais e
perfis;
◦ Implementar o cadastro de cargas linearmente distribuídas e pontuais.
1.1.3 Estrutura do Trabalho
Para um melhor entendimento de como este trabalho foi estruturado e também
das sequentes etapas do processo de desenvolvimento do aplicativo, é interessante que se
discorra brevemente sobre cada um dos capítulos que o compõe. Sendo assim, podemos
listar:
◦ INTRODUÇÃO: Seção presente do trabalho, buscar dar ao leitor um panorama do
trabalho a seguir.
◦ REVISÃO BIBLIOGRÁFICA: Nesta etapa serão estabelecidas todas as ferramentas
necessárias para o desenvolvimento do aplicativo. Dentre elas, podemos destacar
rotinas de implantação do método dos deslocamentos, equações para definir os
diagramas de esforços internos, definição das reações de engastamento perfeito, etc.
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◦ MÉTODOS: Esta seção descreverá sucintamente quais foram os recursos informáticos,
vide programas e linguagens de programação, que foram utilizados durante o processo
de desenvolvimento
◦ ESTRUTURAÇÃO DO APLICATIVO: Com todas as ferramentas, tanto mate-
máticas quanto informáticas, definidas, será possível dar início a esta seção, que
desmembrará a estrutura do aplicativo. Aqui serão estabelecidas todas as classes e
métodos programados, bem como as rotinas que foram utilizadas
◦ APRESENTAÇÃO DO APLICATIVO: Tendo em vista o conhecimento geral dos
métodos expostos neste trabalho, optou-se por não resumí-lo a uma análise dos
mesmos. Assim, é cabível que se estabeleça um manual de utilização do aplicativo,
para o qual será utilizado um exemplo de pórtico.
◦ CONCLUSÕES: Por fim, serão apresentados algumas considerações sobre o trabalho,
sobretudo no que tange as características finais do produto. Além disto, também
serão sugeridos alguns temas para trabalhos vindouros.
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2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA
Sussekind (1981) faz, no seu livro, uma breve definição de o que é uma estrutura
no âmbito da engenharia, enumerando os elementos que a compõem e também explicando
sinteticamente as restrições físicas que devem apresentar para que sejam consideradas
como tais.
“As estruturas se compõem de uma ou mais peças, ligadas entre si e ao meio
exterior de modo a formar um conjunto estável, isto é, um conjunto capaz
de receber solicitações externas, absorvê-las internamente e transmiti-las até
seus apoios, onde estas solicitações externas encontrarão seu sistema estático
equilibrante.” (SUSSEKIND, 1981, pg. 1)
Desta definição, pode-se extrair algumas propriedades que caracterizarão o tipo de
estrutura com que se está trabalhando e, consequentemente, qual o método mais adequado
para a definição de seus esforços internos e externos. Seguindo a apresentação no parágrafo,
temos que o primeiro parâmetro que deve ser definido são as propriedades geométricas
dos elementos que constituem a estrutura. Esta resposta pode ser encontrada no próprio
Sussekind (1981), que lista os elementos estruturais como:
a) possuindo uma dimensão preponderante às outras duas;
b) possuindo duas dimensões preponderantes à terceira;
c) não possuindo nenhuma preponderância de dimensões;
Este tipo de classificação pode dividir, segundo o autor, as estruturas entre reticu-
ladas, de placas e de blocos, caracterizando as primeiras a grande maioria das estruturas
triviais.
Seguindo, vemos que outra característica levantada pelo autor é o modo com que as
cargas são aplicadas na estrutura. Esta informação é essencial, visto que definirá o tipo de
esforços internos presentes nos elementos e, por consequência, quais esforços poderão ser
negligenciados e quais deverão ser levados em consideração. O modo com que a estrutura
é carregada, aliado com o modo com que os seus elementos estão solidarizados entre si, irá
ditar qual o tipo de modelo utilizado, podendo levar a um modelo de viga, pórtico, treliça,
placa, etc.
Por fim, percebe-se que o autor também se preocupa em definir um sistema estático
equilibrante, que se refere às condições de apoio físico da estrutura. Verificar como a
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estrutura está restringida também torna-se importante, pois tem impacto direto no método
usado para a definição de seus esforços internos e externos. Corrobora com isto Martha
(2010), quando diz que “Em geral, as equações de equilíbrio fornecem condições necessárias,
mas não suficientes para a determinação dos esforços no modelo estrutural” (MARTHA,
2010, pg. 20). Aí definem-se dois tipos de estruturas: as isostáticas, cuja resolução pode
ser obtida unicamente a partir das condições equilíbrio, e as hiperestáticas, cuja solução
demanda condições suplementares de compatibilização de deformações e deslocamentos. É
interessante notar também que o autor evidencia a natureza mais trivial das estruturas
hiperestáticas, classificando as condições de equilíbrio como essenciais, mas não suficientes.
Como terceiro tipo de estrutura, temos ainda as hipostáticas, para as quais o grau
de restrição não é suficiente para absorver o carregamento atuante. Estas estruturas não
poderão ser analisadas por este método, visto que não satisfazem as equações essenciais
da estática, apresentando comportamento dinâmico (SUSSEKIND, 1981).
2.1 MODELOS DE CÁLCULO
“Dois métodos diferentes podem ser utilizados para analisar estruturas matricial-
mente: o método das forças e o método dos deslocamentos” (KASSIMALI, 2012, pg. 4,
tradução nossa). Martha (2010) pontua que o primeiro busca determinar um conjunto
solução de forças que respeite as condições de equilíbrio e atenda também às condições
de compatibilidade. Já o segundo, como explica o autor, busca um conjunto solução de
deslocamentos que respeite as condições de compatibilidade e atenda também às condições
de equilíbrio.
Kassimali (2012) ainda adiciona, sobre o uso destes métodos: “O método dos deslo-
camentos é mais sistemático e pode ser implementado mais facilmente em computadores,
sendo preferido para a análise de estruturas maiores e mais hiperestáticas” (KASSIMALI,
2012, pg. 5, tradução nossa). Sobre isto, Martha (2010) contribui, explicitando que o
método das forças dispõe de uma metodologia que dificulta a sua implementação, o que o
torna uma escolha pouco trivial no desenvolvimento de ferramentas computacionais.
Levando em consideração o posicionamento dos dois autores, fica claro que o método
mais indicado a ser implementado é o método dos deslocamentos. Mais especificamente,
buscaremos definir um algoritmo simples de cálculo baseado no método da rigidez direta,
derivado deste anterior, que apresenta uma estrutura propícia para este tipo de aplicação
(MARTHA, 2010).
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2.2 O MÉTODO DOS DESLOCAMENTOS
2.2.1 Filosofia do método
Como dito anteriormente, o método dos deslocamentos se diferencia do método das
forças por possuir uma formulação muito mais sistemática, sendo que “[...] inicia a resolução
da estrutura pela determinação dos seus esforços para, a partir deles, obter deformações.”
(SUSSEKIND, 1987, pg. 1). “As incógnitas deste método serão, então, os ângulos de
rotação e os deslocamentos lineares sofridos pelos nós das diversas barras.” (SUSSEKIND,
1987, pg. 1). Assim, para que possamos definir os esforços internos e externos de uma
estrutura, será necessário que definamos previamente quais são os deslocamentos causados
pelos carregamentos solicitantes. Para fins de definição, representaremos cada um destes
deslocamentos segundo a notação 2.1, com i representando seus respectivos índices:
Di (2.1)
Para determinar estes valores, poderemos nos valer do princípio da superposição:
“O princípio da superposição afirma que a tensão ou o deslocamento resultante
no ponto pode ser determinado se antes se determinar a tensão ou o desloca-
mento causado por cada componente da carga agindo separadamente sobre o
elemento.” (BEER et al., 2010, tradução nossa)
Estendendo essa definição ao método, nos serve Martha (2010):
“Somar uma série de soluções básicas (chamadas de casos básicos) que satisfa-
zem as condições de compatibilidade, mas que não satisfazem as condições de
equilíbrio da estrutura original, para na superposição restabelecer as condições
de equilíbrio.” (MARTHA, 2010, pg. 193)
Isto implica que podemos modelar uma determinada estrutura estaticamente
indefinida como “[...] uma superposição de soluções cinematicamente definidas, isto é,
de configurações de deformadas conhecidas” (MARTHA, 2010). Refraseando, é possível
decompor o sistema estrutural principal, com seus carregamentos, em diversos outros
casos, de modo que com a sua superposição seja possível definir a deformada deste sistema
principal. Graficamente, podemos representar este princípio conforme a figura 2.
Para que isto seja possível, contudo, é importante que algumas restrições sejam
respeitadas. Para definir estas hipóteses, podemos consultar Ghali et al. (2009), quando
diz que “[...] quando as deformações na estrutura são proporcionais às forças aplicadas o
princípio da superposição é válido” (GHALI et al., 2009, pg. 92, tradução nossa). Ainda
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nas palavras do mesmo autor “Uma estrutura pode se comportar não linearmente caso as
cargas aplicadas causem grandes modificações na geometria” (GHALI et al., 2009, pg. 93,
tradução nossa).
Figura 2 – Configuração deformada de um pórtico plano formada pela superposição de
configurações deformadas elementares.
Fonte: Martha (2010)
Analisando a figura 2, podemos perceber que de fato uma estrutura com seus
devidos carregamentos pode ser desmembrada em diversos outros casos. Seguindo o
esquema, vemos que o caso (0) se refere às ações externas atuando sobre as barras e nós
deste pórtico. Nesta configuração, admite-se que os nós não apresentam deslocamentos
lineares ou rotações, sendo que as deformações se limitam aos elementos de barra. Estes
deslocamentos, desprezados no caso (0), serão levados em consideração nos casos de (1) a
(7), cada um deles sendo referente a um deslocamento distinto.
2.2.2 Sistema Hipergeométrico
Para que estes casos possam ser representados, podemos nos valer de uma estru-
tura fictícia, denominada sistema hipergeométrico, ou SH (Figura 3). Este mantém as
características da estrutura inicial, mas tem todos os seus nós completamente engastados,
para isto estabelecendo apoios fictícios (MARTHA, 2010). Estes engastes permitem que
cada uma das deslocabilidades Di da estrutura seja isolada, sem que uma tenha influência
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sobre as demais. Todavia, por não possuir nós livres, suas deslocabilidades não poderão
ser originadas da aplicação de uma carga, mas sim do recalque destes apoios fictícios.
Indicados na figura 3, estão representados os apoios fictícios que foram adicionados
à estrutura para que se adequasse ao modelo hipergeométrico. A cada um deles foi atribuído
um índice, que corresponde também ao índice da deslocabilidade gerada com o seu recalque.
Sendo assim, se recalcarmos o apoio 1, obteremos o caso (1) representado na figura 3 e
consequentemente a deslocabilidade D1. O mesmo vale para os demais apoios, totalizando
sete deslocabilidades, número que está de acordo com o inicialmente definido.
Figura 3 – Sistema hipergeométrico do pórtico da figura 2
.
Fonte: Martha (2010)
Para dar seguimento à resolução da estrutura, é necessário que se defina como
serão calculados o casos nos quais a decompusemos. Ainda levando em consideração o
pórtico apresentado, dividiremos este cálculo em duas etapas: em um primeiro momento,
serão calculados os esforços causados pelo carregamento na estrutura, isto é, o caso (0).
Feito isto, será apresentado o modelo de cálculo para os demais casos, sendo que o caso
(3) será tomado como base, a mero título de exemplo.
2.2.2.1 Solução para o caso (0)
Quando visualizamos as cargas aplicadas sobre o SH (Figura 4), logo percebemos
que podemos decompô-lo no cálculo de várias barras. Isto ocorre pois, como todos os nós
se encontram engastados, não há transferência de esforços de uma barra para outra. Sendo
assim, para determinar as reações desta estrutura, basta definir as reações em cada uma
das barras que a compõem.
A estes esforços, damos o nome de forças de engastamento perfeito, denotados
também por Fi0. Esta notação segue a mesma estrutura utilizada para as deslocabilidades,
o que implica que o valor de Fi0 se refere à reação no apoio fictício associado com Di quando
aplicados os carregamentos inerentes ao caso 0. A determinação dos valores destes esforços
poderá ser realizada através de outros métodos de análise de estruturas hiperestáticas,
sendo conveniente o uso do método da linha elástica, visto que se trata de uma barra.
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Figura 4 – Caso 0
Adaptado de: Martha (2010)
Todavia, este processo será tratado mais a frente, para que já haja certo conhecimento do
método e se possa fazer mais algumas ressalvas ao cálculo.
2.2.2.2 Solução para os demais casos
Contrariamente ao caso (0), nos demais casos da metodologia, não são cargas que
causarão as reações nos apoios fictícios, mas sim o recalque de algum destes apoios. Sendo
assim, o cálculo das reações deverá partir da avaliação dos efeitos destas deformações no
SH. Admitiremos, para cada um dos casos, um deslocamento unitário nos apoios fictícios,
de modo que os efeitos causados por este recalque sejam multiplicados pelo valor de Di,
que será definido posteriormente no método (MARTHA, 2010).
Neste intuito, podemos observar a figura 5: com o recalque do apoio fictício 3,
surgirão esforços nos demais apoios para equilibrá-lo, de modo que as condições de
deformada impostas pelo SH sejam respeitadas (SUSSEKIND, 1987). Cabe ainda ressaltar
que estas condições caracterizam-se em deslocamentos nulos nos demais apoios, visto que
apenas o apoio 3 sofreu recalque.
Figura 5 – Caso 3
Adaptado de: Martha (2010)
Os efeitos que equilibram a estrutura deformada são conhecidos como coeficientes
de rigidez global da estrutura, visto que indicam a capacidade que ela tem de se manter
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na mesma posição perante os carregamentos impostos. Assim, quanto maior este valor,
menor serão os deslocamentos identificados em cada um dos pontos. Estes coeficientes
serão denotados por Kij, onde i se refere ao apoio fictício que foi deslocado, neste caso o
3, e j ao apoio fictício onde foram verificados os efeitos.
No caso particular deste pórtico, o índice j variará de 1 à 7, sendo que cada um
dos coeficientes (K31, K32, ..., K37) a ele inerentes estão representados na figura 6. Outro
ponto que deve ser levantado é que a unidade de medida destes coeficientes corresponde à
unidade da força, ou momento, dividida pela unidade do deslocamento (MARTHA, 2010).




Figura 6 – Coeficientes de rigidez global para o caso 3.
Adaptado de: Martha (2010)
Como podemos ver, esta análise se mostra simples para estruturas de composição
descomplicada, mas quando atingem níveis maiores de complexidade, este tipo de aborda-
gem pode se tornar ineficaz. Assim, como na seção anterior, a determinação dos valores
destes coeficientes será postergada, de modo que seja possível fazer algumas considerações
adicionais antes de determinar ditas equações.
2.2.3 Articulações Internas
Articulações internas são ligações entre elementos de uma determinada estrutura
que permitem algum tipo de deslocamento entre eles, tendo, por característica, não
contribuir com a rigidez associada à deslocabilidade sobre a qual agem. Como exemplos,
podemos citar rótulas, nós semirrígidos e vínculos deslizantes, sendo as primeiras mais
abordadas durante a graduação e as únicas que serão estudadas por este trabalho.
A aplicação de rótulas assegura a liberação da continuidade da rotação (MARTHA,
2010), isto é, permite que dois elementos adjacentes por ela conectados apresentem rotações
divergentes. É importante notar que as rótulas também não transmitirão momentos entre
estes elementos, assegurando apenas a transmissão de forças (SUSSEKIND, 1981). Por
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consequência, dado que não haja nenhuma carga de momento aplicada no ponto rotulado,
o diagrama de momentos fletores em dito ponto será sempre igual a zero.
Como é possível constatar, a aplicação de uma articulação diferenciada na estrutura
modifica a distribuição de esforços na mesma, sendo necessário que seja levada em conside-
ração no modelo do SH. Todavia, previamente a estabelecer um modelo que compreenda
estes elementos, devemos analisar as duas maneiras sob as quais eles podem estar presentes
na estrutura.
Em princípio, podemos considerá-las aplicadas sobre as extremidades dos elementos
que compõem a estrutura. Nestes casos, o SH é de fácil dedução, sendo que para considerar
os efeitos da articulação interna, basta aplicá-la no elemento em questão no SH (MARTHA,
2010), como mostra a figura 7.
Figura 7 – Pórtico com articulação interna na extremidade de um elemento
Adaptado de: Martha (2010)
Adicionalmente, ainda podemos considerar a vinculação como aplicada no nó.
Nestes casos, todos os elementos ligados a este nó estarão rotulados na extremidade
em questão. Todavia, durante a análise, caso a rótula seja aplicada em cada um destes
elementos, tem-se que a estrutura se tornará hipostática. (KASSIMALI, 2012). Neste
sentido, o autor fornece uma possível solução:
“Talvez o modo mais direto e eficiente de contornar esta dificuldade é eliminar
os graus de liberdade rotacionais das articulações rotuladas da análise, do
modo a modelar uma das ligações como restritas (ou fixadas) em relação à
rotação.” (KASSIMALI, 2012, pg. 352, tradução nossa)
Sendo assim, ao menos uma das barras que chegam ao nó deverá ser considerada
como engastada na modelagem do SH (Figura 8). Esta ferramenta tem uma implicação
em especial que deverá ser levada em conta na análise da estrutura: caso haja alguma
carga pontual de momento aplicada neste ponto específico, a barra cuja articulação
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foi considerada como engastada absorverá esta solicitação. Logo, temos que no pórtico
representado pela figura 8, o tramo que absorverá uma possível carga de momento aplicada
sobre o nó será o superior, que não apresenta a sua extremidade rotulada.
Figura 8 – Pórtico com articulação interna em um nó
Adaptado de: Martha (2010)
De todo modo, em ambos os casos, quatro situações de rotulação são possíveis
para cada um dos elementos. Supondo uma barra, é possível que ela apresente ambas as
articulações rígidas, uma das extremidades rotuladas (aí contabilizando duas possibilidades),
ou então ambas as extremidades rotuladas. Para identificar mais facilmente a qual situação
está submetido cada membro, é cabível estabelecer um índice para cada um destes (Quadro
1), assim como sugerido por Kassimali (2012).
Quadro 1 – Tipo do membro em relação a sua rotulação
Tipo do
membro
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2.2.4 Compatibilidade Estática
Uma vez determinados os efeitos causados pelas cargas em cada um dos apoios e
também os coeficientes de rigidez global da estrutura, é necessário que se faça a compatibili-
zação estática da estrutura. Para isto, podemos observar a estrutura original estudada. Por
ela não possuir os apoios fictícios impostos no SH, vem que as deslocabilidades associadas
a estes apoios deverão ser tais que não existam reações estáticas finais neles. Tendo esta
condição sido alcançada, a superposição dos casos estabelecidos “[...] reproduzirá fielmente
o comportamento elástico e estático da estrutura dada” (SUSSEKIND, 1987, pg. 24).
Tomando esta condição, podemos enunciar a seguinte relação (Equação 2.2) para




Kij·Di = 0 (2.2)
, onde n representa o número de deslocabilidades da estrutura em questão. No
caso do pórtico exemplo, n = 7. A partir da equação 2.2, podemos obter um sistema de
equações para o pórtico exemplo, como mostrado na equação 2.3:

F10 +K11·D1 +K12·D2 + ...+K1n·Dn
F20 +K21·D1 +K22·D2 + ...+K2n·Dn
...
Fn0 +Kn1·D1 +Kn2·D2 + ...+Knn·Dn
(2.3)
A solução do sistema de equações 2.3 permite determinar os valores de Di, o que
permitirá posteriormente determinar também as reações da estrutura em seus apoios. Além
disso, por se tratar de um sistema de equações, pode ser escrito em sua forma matricial,









K11 K12 . . . K1n
K21 K22 . . . K2n
... ... . . . ...









, ou ainda, em formato reduzido (Equação 2.5):
{F}+ [K]· {D} = 0 (2.5)
, onde denominamos:
{F} : vetor global das forças de engastamento perfeito;
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[K] : matriz global de rigidez da estrutura;
{D} : vetor global de deslocamentos da estrutura.
Os métodos de solução deste sistema serão abordados mais à frente, visto que tam-
bém é necessário definir uma rotina de solução passiva de implementação computacional.
A matriz de rigidez da estrutura possui algumas propriedades que são dignas de
nota. Segundo o Teorema de Maxwell, “Em uma estrutura linear elástica, o deslocamento
em uma coordenada i devido a uma força unitária em uma coordenada j é igual ao
deslocamento em j devido a uma força unitária agindo em i.” (GHALI et al., 2009, pg.262,
tradução nossa). Salvo demonstração, o caminho inverso também se verifica, o que implica
que uma força em i causada por um deslocamento unitário em j será igual a uma força em
j causada por um deslocamento unitário imposto em i. Sendo assim, podemos dizer que:
Kij = Kji (2.6)
Isto implica que a matriz de rigidez será, via de regra, uma matriz simétrica,
podendo ser representada como segue:
K =

K11 K12 K13 . . . K1n
K22 K23 . . . K2n
K33 . . . K3n




Outro ponto que merece destaque nas propriedades da matriz de rigidez é o fato de
que, para estruturas estáveis, sejam elas iso ou hiperestáticas, ela será sempre inversível,
portanto não singular. Esta propriedade pode ser deduzida de Ghali et al. (2009), quando
diz que: “[...] o pórtico somente será estável se a sua matriz de rigidez for definida positiva
e, logo, seu determinante maior que zero”.
Aliada a esta propriedade, vem da álgebra linear que um sistema somente será
compatível e determinado (ou seja, terá uma única solução) caso a sua matriz de coeficientes
puder ser reduzida à matriz identidade, logo, terá de ser inversível (BOLDRINI et al.,
1980). Disto sai que, caso o sistema de equações definido em 2.3 apresente várias soluções,
a estrutura será caracterizada como hipostática.
2.2.5 Convenção de sinais
Por fim, se faz necessário que determinemos, para cálculos futuros, qual a convenção
de sinais que será utilizada, tanto para forças quanto para deslocamentos. Sistematicamente,
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a convenção demonstrada pelo quadro 2, elaborado com base no escrito por Ghali et al.
(2009) será adotada.















2.3 O método dos deslocamentos sob uma perspectiva computacio-
nal
O pórtico utilizado como exemplo tem uma geometria simples, sendo que a deter-
minação das variáveis envolvidas no métodos dos deslocamentos não é laboriosa. Contudo,
quando a geometria do pórtico em questão se torna mais complexa, englobando elementos
inclinados, ou de seções e materiais diferentes, precisar os coeficientes de rigidez e as forças
de engastamento perfeito assume um caráter mais árduo, tornando sua implementação
computacional mais sinuosa.
Destarte, convém segmentar a estrutura, dividindo seus elementos de modo que
cada um seja analisado separadamente e que as suas contribuições para o vetor de forças
de engastamento perfeito e a matriz de rigidez sejam posteriormente somados.
Nas palavras de Kassimali (2012), esta segmentação requer que se definam algumas
peculiaridades:
“Visto que é conveniente expressar as relações básicas de elasticidade dos
membros em termos das forças e deslocamentos paralelos e perpendiculares a
estes membros, é definido um sistema de coordenadas locais para cada membro
da estrutura.” (KASSIMALI, 2012, pg. 50, tradução nossa)
2.3. O método dos deslocamentos sob uma perspectiva computacio-nal 37
Logo, possuiremos dois sistemas de coordenadas: um posicionado em relação à
estrutura como um todo, denotado sistema global, e outro que será posicionado em cada
um dos elementos, cuja origem estará localizada no seu nó inicial N0, denotado sistema
local.
Neste último, poderemos analisar mais eficientemente as relações forças-deslocamento,
sendo possível definir uma rotina de cálculo mais sistemática, visto que o elemento de
estudo será sempre uma única barra. Uma vez que as variáveis inerentes às barras tenham
sido determinadas, nos valeremos de relações de correspondência entre os sistemas global
e local para anexar as contribuições de cada elemento na equação global da estrutura.
Para que possamos fazer isto, será necessário analisar a estrutura como não restrin-
gida, isto é, supõe-se, para a montagem da equação 2.5 que a estrutura não possui apoios.
Isto faz com que seja necessário analisar os nós da estrutura para todas as suas possíveis
deslocabilidades, não somente as carentes de restrição. Posteriormente, para a solução da
equação 2.5, consideraremos a estrutura já restringida, de modo que poderemos eliminar
as equações associadas aos deslocamentos restritos. Isto faz com que a análise seja mais
direta, visto que enquanto as barras são estudadas em separado não haverá necessidade de
se atentar às condições de apoio da estrutura.
Assim, cabe, em um primeiro momento, estudar o equacionamento destas barras,
para que se possa, em seguida, deduzir as relações de correspondência entre os dois sistemas
de coordenadas. Tendo adotado uma estrutura porticada, temos que cada barra possuirá
seis deslocabilidades, referentes aos deslocamentos axiais, transversais e rotacionais para
cada um de seus nós (Figura 9), o que implica em que para cada um dos membros da
estrutura será necessário determinar seis forças de engastamento perfeito e uma matriz de
rigidez de dimensões [6× 6].
2.3.1 Forças de engastamento perfeito no sistema local
Para o cálculo das forças de engastamento perfeito, deveremos fazer algumas
considerações. Deve ficar explícito que estas estão ligadas a características do programa a
ser desenvolvido, não estando relacionadas a limitações do método de cálculo.
No caso das barras, serão consideradas como homogêneas e prismáticas. Isto significa
que não haverá mudança de seção ou de materiais ao longo do comprimento das mesmas.
Além disso, admite-se que estas poderão estar submetidas a quatro configurações de
articulação, apresentando valores diferentes para as forças de engastamento perfeito em
cada uma delas.
Ademais, deveremos também definir a que tipo de cargas distribuídas a estrutura
estará submetida. Neste trabalho nos limitaremos a barras submetidas a cargas distribuídas
linearmente variáveis, que poderão ser definidas pelo vetor de componentes x e y. A
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Figura 9 – Barra com suas respectivas deslocabilidades no sistema local
Fonte: autor.
caracterização desta carga pode ser encontrada no item A.1 do respectivo apêndice.
Já a aplicação de eventuais cargas concentradas deverá ser feita nos nós da estrutura,
sendo que definiremos um vetor exclusivo a elas nas próximas seções. Esta separação faz
com que seja mais fácil tratar os casos de carregamento, não sendo necessário desenvolver
uma rotina de cálculo dos esforços causados para cada uma das possíveis forças aplicadas
nas barras.
Tendo feito estas ressalvas, podemos partir para a determinação das forças de
engastamento perfeito. Por se tratarem de forças locais, elas serão representadas por fi0.
Como exposto acima, estes valores deverão ser determinados para quatro casos, adotando
as configurações de articulação em cada uma das barras. A dedução destas expressões
pode ser encontrada no apêndice A deste trabalho, baseado no qual montamos o quadro 3:
Salientamos ainda que estas forças serão representadas através do vetor de forças
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Quadro 3 – Forças de engastamento perfeito para as barras
MT





















M0 − 1120 (6qy0 + 4qy1) 0 − 1120 (8qy0 + 7qy1)L2 0
M1
1
120 (4qy0 + 6qy1)
1
120 (7qy0 + 8qy1)L
2 0 0
Fonte : autor.
2.3.2 Matriz de rigidez local
Para determinar a matriz de rigidez de uma barra pertencente à estrutura, nos
utilizaremos das mesmas condições impostas na seção anterior: as barras deverão ser
homogêneas e prismáticas, além de estarem submetidas a uma das quatro condições
de articulação definidas neste trabalho. Os coeficientes locais, aqui denotados κij serão
determinados conforme o estabelecido na seção 2.2.2.2 deste trabalho: uma deslocabilidade
unitária é imposta na barra, sendo os coeficientes de rigidez computados com base nele.
Neste tópico, Kassimali (2012) desenvolve as expressões para todos as quatro
configurações de articulação (Equação 2.9).
2.3.3 Vetor de Ações Nodais
Tal qual explicado na seção 2.3.1, as cargas pontuais da estrutura serão aplicadas
exclusivamente em nós, e nunca no meio das barras. Sabendo disto, é possível desmembrar
o vetor de forças de engastamento perfeito para criar o vetor de ações nodais.
Este processo tem duas vantagens principais do ponto de vista computacional.
Em primeiro lugar, como explicado anteriormente, os casos de carregamento se limitam
a cargas linearmente distribuídas, cujos esforços podem ser facilmente deduzidos, como
mostrado no apêndice A. Se houvessem cargas aplicadas nas barras, dever-se-ia considerar
cada uma delas, calcular cada um de seus esforços separadamente e depois combiná-los
para obter o esforço final, sendo este então repassado ao sistema global de coordenadas
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pelas regras de correspondência.











































L3 0 0 −3EIL3 3EIL2











L2 0 0 −3EIL2 −3EIL
























L3 −3EIL2 0 3EIL3 0
0 0 0 0 0 0








0 0 0 0 0 0






0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

(2.9)
Aí consta a segunda vantagem: basta determinar a que deslocabilidade da estrutura
não restringida a carga atuante está associada e montar o vetor de ações nodais {A}
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2.3.4 Vetor de Reações de Apoio
Convém também prever um vetor que conterá o valor das reações de apoio da
estrutura restringida. Este vetor, denotado {R}, conterá um elemento referente a cada
uma das deslocabilidades da estrutura, sendo que àqueles que não possuem restrição de
deslocamento será atribuído o valor de zero.
2.3.5 Relações entre o sistema de coordenadas global e o local
Como previsto, uma vez que estabelecemos dois sistemas de coordenadas distintos
para implementação do método de cálculo, será necessário que um grupo de equações que
expressem as relações entre os dois seja estabelecido. Estas relações deverão abarcar todos
os aspectos do posicionamento das barras na estrutura, fazendo a correspondência entre
os nós da barra no sistema local e os nós da estrutura no sistema global.
2.3.5.1 Matriz de Rotação
No caso de estruturas porticadas, tratadas neste trabalho, é comum que haja
elementos orientados em várias direções. Nestes casos, Kassimali (2012) declara que:
“[...] se torna necessário transformar as relações de rigidez dos membros do
pórtico dos seus sistemas de coordenadas locais para o sistema de coordenadas
global antes de que possam ser combinadas para estabelecer as relações de
rigidez da estrutura como um todo.” (KASSIMALI, 2012, pg. 76, tradução
nossa)
Isto é, deve-se considerar a rotação dos elementos em relação ao sistema de coor-
denadas globais para garantir que as suas parcelas de contribuição na rigidez, e também
suas forças de engastamento perfeito, sejam consideradas nos eixos apropriados.
42 Capítulo 2. REVISÃO BIBLIOGRÁFICA
Desta forma, Martha (2010) prevê a utilização de uma matriz de rotação [Tθ] para
fazer as transformações entre os sistemas de coordenadas (Equação 2.11). Esta matriz
dependerá do ângulo θ da barra em relação ao eixo x da estrutura, isto é, global.
[Tθ] =

cos θ sin θ 0 0 0 0
− sin θ cos θ 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 cos θ sin θ 0
0 0 0 − sin θ cos θ 0
0 0 0 0 0 1

(2.11)
Kassimali (2012) ainda estabelece as equações para fazer estas transformações, de
modo que se obtenha no sistema de coordenadas global, para cada uma das barras, o seu
vetor de engastamento perfeito {fg} e a sua matriz de rigidez [κg]
{fg} = [Tθ]t{f} (2.12)
[κg] = [Tθ]t[κ][T ] (2.13)
2.3.5.2 Regra da Correspondência
Uma vez determinadas as variáveis da barra em termos das coordenadas globais,
podemos começar a combinar os coeficientes de cada elemento na matriz de rigidez global.
Para que isto seja possível, deveremos determinar o arranjo dos coeficientes de rigidez e
das forças de engastamento perfeito nas suas matrizes e vetores correspondentes, sendo
necessário então estabelecer um sistema de numeração para os elementos da estrutura.
Assim, fica determinado que cada nó da estrutura possuirá um índice numérico,
que será crescente, contando a partir de 0. O mesmo será feito para as barras, sendo que
estas, além de seu índice próprio, também deverão ser identificadas pelo índice dos seus
nós. A ordem deles indicará a orientação da barra e, portanto o seu ângulo em relação ao
eixo horizontal. A título de ilustração, podemos utilizar a figura 10 como base:
Podemos identificar que a estrutura possui nós de 0 a 2, além de duas barras de
índices 0 e 1 que podem ser definidas como: B0 : N0 → N1 e B1 : N1 → N2.
Tendo definido este sistema de indexação, podemos estabelecer as correspondências.
Considerando a notação utilizada na equação 2.4 e que cada nó de pórtico tem três
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Figura 10 – Pórtico com indicação de seus índices
Fonte: autor.













Isto é, a cada três linhas do vetor, podemos contar um nó, sendo que o vetor contará
com uma dimensão de 3n, sendo n o número de nós da estrutura. Assim, sabendo o índice
dos nós de cada uma das barras, é possível saber a qual grau de liberdade da estrutura
fig será somada. Neste sentido, podemos estabelecer as seguintes relações entre fi e Fi:





Sendo assim, para forças agindo no caso do pórtico da figura 10, podemos estabelecer
o seguinte vetor F , levando em conta a rotação da barra B0:































Esta mesma lógica pode ser seguida para a matriz de rigidez da estrutura, sendo





k0,0 k0,1 k0,2 k0,n−2 k0,n−1 k0,n
k1,0 k1,1 k1,2 . . . k1,n−2 k1,n−1 k1,n
k2,0 k2,1 k2,2 k2,n−2 k2,n−1 k2,n
... . . . ...
kn−2,0 kn−2,1 kn−2,2 k0,n−2 k0,n−1 k0,n
kn−1,0 kn−1,1 kn−1,2 . . . k1,n−2 k1,n−1 k1,n
kn,0 kn−,1 kn,2 k2,n−2 k2,n−1 k2,n

Assim, teremos, no caso da matriz de rigidez, a relação expressa no quadro 4:
Quadro 5 – Regra da correspondência para pórticos planos
N0 N1
x 3n0 3n1
y 3n0 + 1 3n1 + 1
z 3n0 + 2 3n1 + 2
2.3.6 Resolução do Sistema
Ao final da composição da equação de compatibilidade da estrutura, com os
elementos que foram adicionados ao longo desta seção, teremos o representado na equação
a seguir.
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Tendo a equação da estrutura não restringida, poderemos aplicar as condições
de contorno relativas às restrições de deslocamento. Para isto, igualaremos todas as
deslocabilidades restringidas a zero, o que nos levará a definir um sistema de equações







































K0,0 K0,1 K0,2 K0,3 K0,4 K0,5 K0,6 K0,7 K0,8
K1,0 K1,1 K1,2 K1,3 K1,4 K1,5 K1,6 K1,7 K1,8
K2,0 K2,1 K2,2 K2,3 K2,4 K2,5 K2,6 K2,7 K2,8
K3,0 K3,1 K3,2 K3,3 K3,4 K3,5 K3,6 K3,7 K3,8
K4,0 K4,1 K4,2 K4,3 K4,4 K4,5 K4,6 K4,7 K4,8
K5,0 K5,1 K5,2 K5,3 K5,4 K5,5 K5,6 K5,7 K5,8
K6,0 K6,1 K6,2 K6,3 K6,4 K6,5 K6,6 K6,7 K6,8
K7,0 K7,1 K7,2 K7,3 K7,4 K7,5 K7,6 K7,7 K7,8













Vendo que quatro das equações podem ser descartadas neste primeiro momento,
pois sabemos que os deslocamentos associados a elas serão iguais a zero (deslocabilidades
restringidas), podemos obter o sistema reduzido, para o qual determinaremos os valores























K3,3 K3,4 K3,5 K3,8
K4,3 K4,4 K4,5 K4,8
K5,3 K5,4 K5,5 K5,8








Uma vez determinados os valores dos deslocamentos, será possível utilizar as


























K0,3 K0,4 K0,5 K0,8
K1,3 K1,4 K1,5 K1,8
K2,3 K2,4 K2,5 K2,8
K6,3 K6,4 K6,5 K6,8








2.3.7 Diagramas da estrutura
Para a determinação dos diagrama da estrutura será necessário, em um primeiro
momento, determinar quais os esforços internos de cada barra nos seus respectivos sistemas
de coordenadas locais. Isto pode ser alcançado realizando o processo inverso ao feito para
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compor os vetores e matriz global. Assim, poderemos definir {f},{d} e {k}, de modo que
será possível resolver as equações de compatibilidade locais (Equação 2.15), determinando
o valor das reações locais {r} nos apoios de cada uma das barras. Deste modo, Kassimali
(2012) estata que:
{r} = {f}+ [k]{d} (2.15)
Será necessário então determinar {d}, visto que os demais componentes já foram
calculados previamente. Para isto, podemos nos utilizar da regra da correspondência para
determinar as componentes do vetor deslocamento da barra no sistema global {dg} e, pela
equação 2.16 projetá-las no sistema local.
{d} = [Tθ]{dg} (2.16)
Tendo então os valores de {r}, descobrimos as reações dos esforços nas barras, que
coincidem com o valor dos esforços internos nestes pontos. Logo, podemos nos valer do
que diz Sussekind (1981) e estabelecer a equação dos diagramas de esforços internos em
cada uma das barras. O desenvolvimento destas equações para barras prismáticas e cargas
distribuídas linearmente variáveis pode ser encontrada no apêndice B.
Já para o diagrama de deformações da estrutura, nos utilizaremos de um processo
que diverge do utilizado anteriormente. Segundo McGuire et al. (2000):
“A configuração deformada de elementos estruturais mais simples, como os
estudados previamente, pode ser encontrada resolvendo as equações diferencias
que governam o comportamento destes elementos.” (MCGUIRE et al., 2000,
pg. 175, tradução nossa)
Assim, podemos utilizar as equações 2.17 abaixo para determinar os deslocamentos











Contudo, McGuire et al. (2000) afirma que estas equações poderão ser aproximadas
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, onde Ci assume o papel de coeficiente de forma da curva, di dos deslocamentos
no nó e n o número de graus de liberdade do elemento em questão. O desenvolvimento
destas expressões poderá ser encontrado na seção B.4 do respectivo apêndice.
2.4 Eliminação Gaussiana para resolução de sistemas lineares
Um dos pontos essenciais do método analisado é a resolução do sistema de equações
lineares para precisar o valor dos deslocamentos da estrutura. Neste sentido, se torna
imprescindível estabelecer um método de resolução cuja implantação seja simples e sistemá-
tica. Por ser um método de operações simples, a eliminação gaussiana acaba tornando-se
um candidato forte para esta parte do processo. Nas palavras de Atkinson (1989):
“Este [eliminação gaussiana] é o nome formal dado ao método de solucionar
sistemas de equações lineares através da eliminação sucessiva de incógnitas e
redução do sistema a uma menor ordem.” (ATKINSON, 1989, pg. 508, tradução
nossa)
Assim, para resolver um dado sistema [A]{x} = {b}, deveremos reduzi-lo a um
sistema equivalente [I]{x} = {g}, onde [I] representa a matriz identidade de dimensões
iguais às de [A]. Para fazer isto, nos valeremos de uma representação particular do sistema
de equações, a qual denominaremos matriz aumentada (Equação 2.18). Esta matriz é
formada pela composição de [A] e {b}, levando os mesmos coeficientes da matriz [A], mas
à sua última coluna acoplada o vetor de resultados {b}.
[A | b ] =

A00 A01 . . .
A0n b0
A10 A11 A1n b1
... . . . ... ...
An0 An1 . . . Ann bn
 (2.18)
Sobre esta matriz poderão ser realizadas três operações principais expostas por
Atkinson (1989) cujo objetivo é reduzir [A] para [I]:
Li ⇐ Li + Lj : Multiplicação de uma linha Li por uma constante c 6= 0;
Li ⇐ Li + Lj : Soma de duas linhas Li e Lj da matriz;
Li ⇔ Lj : Troca de de duas linhas Li e Lj na matriz.
Logo, podemos estabelecer uma rotina para a resolução dos sistemas lineares
presentes no método. Tal rotina também é exposta por Atkinson (1989), que prevê o uso
de recursão para implementá-la. Neste caso, definiremos um índice 0 ≤ i < n que definirá
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qual linha está sendo estudada – n sendo o número de linhas da matriz aumentada. Para
cada linha Li o processo será repetido, de forma que se tenha operado sobre todas as
linhas da matriz ao fim do algoritmo.
1. i = 0;
2. Se aii 6= 0, Li ⇐ Li × 1aii ; senão Li ⇔ Lj, onde Lj é a primeira linha que contém o
elemento aji 6= 0. Se i = n− 1 ou j = n, a matriz é singular e portanto apresenta
infinitas soluções;
3. Lj ⇐ Lj − ajiLj, com 0 ≤ j < n | j 6= i;
4. Se i < n, i = i+ 1 e retorna para o passo 2; senão sai do algoritmo;
Por fim, a matriz aumentada do sistema, agora equivalente, assumirá a forma da
equação 2.19, donde facilmente se extrai o valor de cada uma das incógnitas





0 1 0 g1
... . . . ... ...
0 0 . . . 0 gn
 (2.19)
2.5 Ferramentas Computacionais
Para dar procedência a este trabalho, é importante que se compreenda como
funcionam as ferramentas que serão utilizadas para compor o aplicativo. Por se tratar do
desenvolvimento de um produto, ha um aspecto holístico na escolha destas ferramentas,
devendo-se ter em mente que este processo não se limita à pura programação, se estendendo
também à confecção da interface programa-usuário, à criação dos gráficos utilizados e
também à estruturação do aplicativo como um todo. Todavia, por tratar-se de um trabalho
acadêmico voltado aos aspectos estruturais do desenvolvimento, nos ateremos a este âmbito,
sem dissertar sobre os demais pontos do processo.
2.5.1 Modo de programação
O desenvolvimento em Android apresenta um ponto divergente do trivial: nos depa-
ramos com uma plataforma estratificada, que se utiliza de duas linguagens de programação
para a confecção dos seus aplicativos. Nas palavras de Jackson (2011, pg. 41, tradução
nossa), “Tudo no ambiente de desenvolvimento para Android, inclusive os aplicativos nele
incluídos podem ser programados com uma combinação de Java e XML [...]”.
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Esta estratificação visa economizar ao usuário várias linhas de código, já que a
programação em XML para Android conta com toda uma biblioteca de funções preprogra-
madas, restando apenas a definição de propriedades inerentes a cada uma destas funções.
Em linhas gerais, podemos dizer que a linguagem Java se ocupa do funcionamento da
aplicação, enquanto o XML se ocupa das características de leiaute (JACKSON, 2011).
Neste sentido, de modo que seja possível justificar as escolhas de estruturação
adotadas neste trabalho, é imprescindível que seja fornecido um breve panorama de cada
uma das linguagens utilizadas.
2.5.1.1 Java SE
O ponto que mais se destaca na linguagem Java, no que concerne este trabalho,
é o fato de ser orientada a objeto. Isto quer dizer que toda a estruturação do código
será criada em torno da definição dos objetos inerentes ao programa e também como
se comportam perante certas situações, sendo para isto utilizadas classes e métodos,
respectivamente (BRYANT, 2012). Podemos contextualizar esta definição para o caso
das matrizes. Segundo o que foi dito, pode-se considerar a classe Matriz, cujas variáveis
englobarão as suas dimensões m e n e também os seus coeficientes aij . Já para os métodos,
podemos exemplificá-los com: multiplicação da matriz por um coeficiente, cálculo do
seu determinante e multiplicação de duas matrizes. Esta perspectiva é especialmente
interessante para a construção do aplicativo, visto que utilizaremos este conceito de objeto
durante todo o seu desenvolvimento. Além do objeto matriz, podemos ainda citar os
objetos barra, perfil e material. A própria estrutura poderá ser considerada como um,
sendo constituída por um série de barras, nós, materiais, etc.
Ao encontro do que foi dito anteriormente, pormenores da linguagem como a sua
sintaxe não serão abordados neste trabalho. Alternativamente, optou-se por representar
as rotinas constituintes do programa através de fluxogramas, de modo que a visualização
do funcionamento de cada uma das classes, e de seus respectivos métodos, seja facilitado
para o leitor.
2.5.1.2 XML
A linguagem XML, no que se refere ao desenvolvimento para Android, carrega um
grande trunfo: apesar de não ser tecnicamente uma linguagem de programação, se utiliza
de tags para definir aspectos básicos de leiaute e interface programa-usuário (JACKSON,
2011). Estas tags denotam funções préprogramadas como botões, imagens e menus, para os
quais deverão ser definidos uma série de parâmetros, como altura, largura e posicionamento.
Estes elementos poderão ser posteriormente customizados para que atendam às
necessidades do programa, como um botão que executa uma determinada ação. Um
exemplo de tag em XML pode ser vista na figura 11.
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Figura 11 – Exemplo de tag XML para Android
Fonte: autor.
Na figura mostrada acima, percebemos que se trata de um botão de imagem, com
dimensões 64× 64, que se alinha com o canto inferior direito da tela, afastando 5 unidades
de medida de margem e que é representado pela figura cog.png. Também vemos que foi
com poucas linhas de código que tal elemento foi definido, não havendo a necessidade de
se apelar para recursos programáticos mais complexos.
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O trabalho foi realizado em três grandes momentos, cujos aspectos limítrofes tem
origem no cunho dos procedimentos realizados em cada um deles. Esta divisão foi realizada
para que se assegurasse uma ordem cronológica bem estabelecida, sem que houvesse
necessidade de revisitar pontos que já haviam sido dados como concluídos. Destarte, é
cabível que estes três momentos sejam explicados neste capítulo.
3.1 Revisão Bibliográfica e Estruturação do Aplicativo
Apesar de apresentarem procedimentos divergentes, a revisão bibliográfica do
método de cálculo e a concomitante estruturação do aplicativo convergem no sentido de
prepararem um embasamento sobre o qual o produto final será apoiado. Assim, neste
primeiro momento, buscou-se reunir o máximo de informações possível sobre o método de
cálculos e também sobre todas as ferramentas que este viria a utilizar. Tendo em mãos
estas informações, foi possível definir a quais necessidades o aplicativo deveria atender, bem
como qual deveria ser a sua estrutura gráfica e matemática. Em contrapartida, também
buscou-se entender quais eram as limitações da plataforma e dos dispositivos, de modo
que o método de cálculo também pudesse ser adaptado a estas.
3.2 Programação do Aplicativo
Tendo definida toda a parte teórica, deu-se início à parte prática do trabalho, donde
resultou toda a codificação utilizada no aplicativo. Os códigos foram todos realizados de
forma a atender as necessidades matemáticas e gráficas estabelecidas no primeiro momento
do trabalho, sendo que buscou-se deixá-los o mais eficiente e eficaz possível. Também
procurou-se ajuda no que diz respeito à estruturação do código e modelos de códigos em
fóruns online de programação, além de ter-se disponibilizado trechos de código, rotinas e
sub-rotinas de cálculo para que estas fossem avaliadas pelos frequentadores de tais fóruns.
3.3 Conferência de Resultados
No terceiro momento, deu-se a validação dos resultados apresentados pelo aplicativo.
Por se tratar de um processo iterativo, é interessante que o desenvolvimento do aplicativo,
sobretudo o que concerne a rotina de cálculo, seja norteado por resultados comprovadamente
corretos. Neste intuito buscou-se fazer uma compilação de estruturas já resolvidas, com
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as quais poderiam ser analisados todos os elementos do problema, desde as matrizes de
rigidez locais até as reações nos apoios da estrutura.
Assim, nos baseamos nos exemplos resolvidos de Martha (2010), Sussekind (1981),
Kassimali (2012), Ghali et al. (2009) e McGuire et al. (2000). A partir deles, foi possível
calibrar os resultados do programa, de modo que se encontrassem potenciais erros de
programação ou problemas de precisão. Buscou-se também abranger situações diversas,
variando vinculações, cargas e condições de apoio.
Uma vez corrigidas todas as inconsistências, lançamos mão de programas de análise
estrutural plana para que fosse possível verificar os cálculos com um número ainda maior
e mais variado de estruturas.
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4 Estruturação do Aplicativo
O primeiro passo para a codificação do aplicativo é a definição da sua estrutura
analítica, isto é, quais serão seus componentes e como interagirão entre si. Esta etapa é de
extrema importância, pois molda o cerne do código e define a perspectiva sob a qual serão
concebidos os seus aspectos subsequentes. Se tratando da linguagem Java, ela vem quase
que intuitivamente, pois será idealizada de forma a parametrizar os objetos componentes.
Outra consideração importante que deve ser feita é o fato de que estes objetos não
se limitam aos constituintes físicos da estrutura, mas também a ferramentas de apoio
matemático e elementos de leiaute não contemplados pelas tags XML. Todos os três grupos
são utilizados para a composição do produto final desta dissertação, mas nos ateremos aos
dois primeiros, dando enfoque aos aspectos mais essenciais, vis à vis da grande quantidade
de classes e objetos que podem vir a ser necessários para a confecção de um programa. Logo,
elementos cujos propósitos estejam ligados à interface usuário-programa não serão tratados
neste trabalho, o mesmo valendo para funções matemáticas simples, cujo funcionamento
pode ser prontamente deduzido a partir dos códigos anexos.
No mesmo sentido, alguns detalhes sobre os métodos ainda devem ser levantados,
visto que há os que serão comum a todas as classes. Exemplificando sob um ponto de vista
prático, há o fato de que, para que sejam usados ao longo do código, estes objetos deverão
ser declarados, de sorte que será necessário um método que faça isto, denotado construtor.
Este poderá tomar como entrada todas as variáveis que compõem o objeto em questão,
ou então apenas uma parte delas, deixando as demais para o processamento posterior.
De outra perspectiva, temos também os métodos que atribuirão valores às variáveis dos
objetos e aqueles que os obterão, os quais são trivialmente denominados de setters e
getters, respectivamente. Estes dois últimos tipos de método serão um lugar comum na
programação do aplicativo e, tendo uma natureza pouco complexa, não é interessante
quedar-se em sua listagem: via de regra será admitido que foram previstos métodos que
realizem estas operações para cada uma das variáveis.
Neste trabalho representaremos as rotinas referentes aos métodos pertinentes, ou
seja, aqueles que são essenciais à análise da estrutura, através de fluxogramas. Estas
seguirão a convenção estabelecida na norma ISO 5807:1985 (ISO. . . , ).
No tocante aos demais métodos, serão representados em formato de quadro, acom-
panhados de uma pequena documentação sobre o seu propósito e de seus dados de entrada
e saída (retorno). Cabe também destacar que os códigos referentes aos elementos aqui
descritos podem ser encontrados no Apêndice D.
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4.1 Ferramentas de Apoio Matemático
Para a confecção dos itens propostos no primeiro capítulo deste trabalho, iden-
tificamos duas necessidades no que concerne a instrumentação matemática: a criação
de uma classe que defina o comportamento de pontos cartesianos e outra que defina o
comportamento de matrizes.
4.1.1 Classe Ponto
A primeira delas, uma classe de pontos, surge do fato de que a entrada de dados
do programa será baseada majoritariamente na inserção de coordenadas em um plano
cartesiano. Para que isto seja possível, é preciso um modelo robusto que consiga lidar com
os dados de entrada e que ofereça em troca todos os recursos inerentes a um ambiente
cartesiano. Isto quer dizer que a implantação de funções como distância entre pontos,
distância entre ponto e reta e soma de pontos serão indispensáveis para o processamento
dos dados fornecidos pelo usuário através da interface.
Por definição, um ponto é uma entidade geométrica adimensional cuja posição
espacial pode ser representada através de coordenadas. A quantidade de coordenadas
utilizadas dependerá do espaço em qual está inserido – no que concerne o assunto estudado,
este espaço se restringe a um plano, o qual demanda apenas duas coordenadas. Assim, um
ponto P poderá ser representado por P = P (x, y), isto é, atribuiremos a este objeto as
variáveis x e y.
Dois construtores serão contabilizados para a classe ponto: o primeiro receberá
tanto a coordenada x quanto a y do objeto, enquanto o segundo não possuirá dados de
entrada, criando um ponto P (0, 0) locado na origem cartesiana.
A partir deste conceito, podemos listar os métodos no quadro 6. No que diz respeito
às equações utilizadas em cada um deles, cabe informar que podem ser verificadas no
próprio código da classe, sendo que foram adaptadas de Steinbruch e Winterle (1987a)
4.1.2 Classe Matriz
Passamos então à classe que definirá as matrizes utilizadas ao longo da análise da
estrutura. No decorrer deste trabalho foram abundantes os exemplos de quão essenciais as
matrizes serão para a etapa de análise estrutural. Em vista disto, é imprescindível que
elas sejam caracterizadas pelo menor conjunto de elementos possível e que seus métodos
sejam eficientes: uma construção grosseira desta classe pode levar a sérios problemas de
performance.
Do senso comum, indicamos três elementos principais que descrevem uma matriz:
as suas dimensões, aí contabilizando o número de linhas m e de colunas n, e uma tabela
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Quadro 6 – Tipo do membro em relação a sua rotulação
Descrição Entrada Saída





getAngulo Calcula o ângulo de uma reta
formada por dois pontos em re-





isEqual Compara dois pontos e verifica











toString Retorna uma representação do
ponto em formato de texto.
Ponto A(xA, yA) Texto ponto-
Texto
coinc Verifica se duas semirretas, for-












distReta Mede a menor distância entre
um ponto P até uma reta for-
mada por dois pontos.







cruzamento Identifica o ponto de cruza-
mento entre duas retas definidas
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dados cujas células são os coeficientes. No caso da tabela dados, utilizaremos um vetor
bidimensional para indexar os coeficientes nela contidos, bem como é feito usualmente
para matrizes. Assim, trabalharemos frequentemente com índices i,j e k, o que todavia
não implica no fato de eles serem tomados como variáveis do objetos, visto que não são
fatores caracterizantes.
No caso das matrizes, poderemos definir três construtores para estes elementos. O
mais evidente é a construção de um objeto matriz a partir de uma tabela dados fornecida,
o que implica em que a matriz terá dimensões condizentes com as da tabela. Desta noção
vem o segundo construtor, que definirá uma matriz de coeficientes nulos baseado em duas
dimensões m× n. Por fim, definiremos também um construtor de matrizes quadradas que,
como o anterior, confeccionará uma matriz m×m de coeficientes nulos, sendo que a sua
entrada será o único número inteiro m.
A estruturação teórica dos métodos das matrizes foi feita baseada em Steinbruch e
Winterle (1987b), com exceção da resolução do sistema de equações, cuja idealização foi
feita a partir dos dizeres de Atkinson (1989) na seção 2.4. Deste modo, monta-se o quadro
7. No caso do método resolve, é interessante ainda que seja mostrado o fluxograma de sua
rotina (Figura 12), vis à vis de sua importância no processo de cálculo.
4.2 Objetos constituintes da estrutura
Tendo definido as ferramentas de apoio matemático, podemos passar às classes que
regerão o comportamento da estrutura como um objeto físico. Para isto, podemos nos
valer de uma formação de grupo, ou seja, vamos organizá-los hierarquicamente. A título de
exemplo, podemos estabelecer o seguinte ramo da estrutura: um pórtico possui barras que,
por sua vez, possuem materiais que, por sua vez, são caracterizados por um índice, um
nome, um módulo de elasticidade e uma densidade. Este tipo de organização nos ajudará
a definir além das relações de interdependência, quais pontos deverão ser tratados como
objetos e quais deverão ser tratados como simples variáveis.
Analisando a figura 13, percebemos um padrão que pode ser usado para triar
as classes das variáveis: de modo geral, serão adotados como variáveis os níveis mais
exteriores do esquema, enquanto os intermediários serão considerados como objetos. Outro
aspecto desta hierarquia é que alguns elementos são referenciados como variáveis de outros.
Um bom exemplo são as barras, que possuem variáveis indicando qual seu material de
composição, qual seu perfil e quais os nós que as extremam. Logo, se considerarmos que
a grande parte destas variáveis se repetirá, torna-se lógico que estes objetos devem ser
criados à parte das barras que os possuem. Assim, preveremos para eles um índice que
nos permitirá fazer a relação entre estas classes, de modo que, se quisermos atribuir uma
determinada carga pontual a um nó, bastará que o índice id desta carga seja atribuído à
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Quadro 7 – Tipo do membro em relação a sua rotulação
Descrição Entrada Saída
rigidez Monta a matriz de rigidez de
acordo com os dados da barra
(módulo de elasticidade E, área
A, momento de inércia I, com-







rotação Monta uma matriz de rotação
de uma barra rotacionada θ
graus da horizontal
Número θ Matriz [Tθ]
engPerfeito Monta o vetor de engastamento
perfeito de uma barra do tipo
mt e comprimento L a partir de





multLinha Multiplica a linha i da matriz





swapLinha Troca de posição as linhas i e j
da matriz [A]
Matriz [A], In-
teiro i, Inteiro j
Matriz [A]
transpoe Transpoe a matriz [A] Matriz [A] Matriz [A]





somaCelula Soma um valor c à célula loca-
lizada na posição i,j da matriz
[A]
Matriz [A], In-
teiro i, Inteiro j,
Número c
Matriz [C]
soma Soma as matrizes [A] e [B] Matriz [A], Ma-
triz [B]
Matriz [C]
subtrai Subtrai as matrizes [A] e [B] Matriz [A], Ma-
triz [B]
Matriz [C]
linhaSMC Soma a linha j à linha i multi-





toString Cria uma representação inteligí-
vel da matriz [A] em formato de
texto
Matriz [A] Texto [t]
resolve Resolve o sistema da matriz au-
mentada [S] e retorna o vetor
de resultados {R}
Matriz [S] Matriz {R}
Fonte: autor
variável cargapontual no objeto nó.
De todo modo, perdura a necessidade de uma definição formal dos métodos e
variáveis. Assim, utilizaremos a figura 13 como base, cerceando-a de fora a dentro.
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4.2.1 Classe Carga Pontual
Cargas pontuais são carregamentos localizados em um determinado ponto da
estrutura, podendo agir em três direções para estruturas planas: uma força no eixo x, uma
força no eixo y e um momento fletor no eixo z. Como neste trabalho cada nó possuirá
uma única carga pontual, o objeto deverá permitir a inserção simultânea de carregamentos
nestas três direções. Logo, identificaremos para esta classe, além do seu índice id e do seu
nome, um vetor unidimensional de números cujos elementos 0,1,2 designarão os valores
das cargas Px, Py e Pz, respectivamente.
No que diz respeito aos seus construtores, somente um será adotado, sendo que
tomará todas as variáveis constituintes da classe: id, nome, Px, Py e Pz.
Já quanto aos métodos utilizados nesta classe, nos limitaremos ao toString, que
retornará em texto uma representação inteligível da carga pontual.
4.2.2 Carga Distribuída
Como já definido anteriormente, as cargas distribuídas das quais este trabalho se
encarregará são bem definidas: agem em ambos os eixos x e y locais da barras, podendo
apresentar valores de carregamento diferentes no início e no final da barra. Por possuírem
uma variação linear, não será necessário nenhum valor suplementar aos de carregamento
inicial e final para definir a sua curva de distribuição. Assim, fica claro que serão necessárias
as variáveis qx0, qy0, qx1, qy1, além das recorrentes id e nome.
Assim como com as cargas pontuais, para as distribuídas será definido um único
construtor, que tomará como entrada todos os dados listados acima. Sobre os métodos,
somente consideraremos o toString, sendo que os demais se resumirão a setters e getters.
4.2.3 Material
Devido às simplificações feitas no método, a classe Material pode ser definida em
poucas variáveis. Já que temos um material isotrópico e homogêneo, nos limitaremos em
definir o seu módulo de elasticidade E e também a sua massa específica ρ. No momento, a
variável ρ não terá aplicação prática no cálculo, mas poderá ser utilizada futuramente para
que cargas de peso próprio sejam calculadas de acordo com a área da seção dos elementos.
Para esta classe também será definido um único construtor levando todas as
variáveis e, como métodos, apenas o toString.
4.2.4 Perfil
Para a classe Perfil, deveremos levar em consideração que as seções das barras
podem ter vários formatos, dos quais precisaremos calcular a área e a inércia. Destarte,
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serão definidos os formatos de perfil que poderão ser utilizados no programa e também as
equações para calcular suas respectivas áreas e inércias, o que será feito a partir de um
conjunto de dimensões di informadas pelo usuário:
a) Genérica: o usuário insere tanto a área quanto o momento de inércia
b) Circular: insere o diâmetro
c) Retangular: insere a base e a altura
d) Circular vazada:insere o diâmetro e a espessura da casca
e) Retangular vazada: insere a base, a altura, a espessura da alma e a espessura da
mesa
f) Tê: insere a base, a altura, a espessura da alma e a espessura da mesa
g) I: insere a base, a altura, a espessura da alma e a espessura da mesa
Tal cálculo dispensa, para casos comuns, a necessidade do usuário de calcular estes
valores previamente à análise estrutural. Ainda deve-se perceber que não é possível alterar
a ângulo do perfil em relação ao eixo da barra: este se dará de modo que o momento de
inércia resistente seja sempre o calculado.
No que concerne o cálculo do momento de inércia, nos valeremos do teorema dos
eixos paralelos, exposto por Beer et al. (2010), para decompor as seções em geometria
menos complexas, como por exemplo círculos e retângulos. É notável que este método
requer que se conheça a posição do centro geométrico da figura, o que poderá ser definido










Tendo definido estes pontos, já podemos enumerar as variáveis da classe perfil:
primeiramente, temos as usuais id e nome, então as dimensões di (quatro para a seção
mais geometricamente complexa), a área A, o momento de inércia I e, por fim, o índice
tipo do perfil.
Nesta classe também só haverá um construtor, porém ao contrário do que tem sido
feito até agora, ele não tomará como entrada todas as variáveis constituintes do objeto:
para a sua área e momento de inércia serão previstos métodos de cálculo. Desta forma,
podemos montar o quadro 8.
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Quadro 8 – Métodos da classe perfil
Descrição Entrada Saída
toString Retorna uma representação in-
teligível do perfil P em formato
de texto desc
Perfil P Texto desc
calcArea Retorna a área A do perfil de
acordo com as suas dimensões







calcArea Retorna o momento de inércia I
do perfil de acordo com as suas









Esta classe corresponde às restrições ao deslocamento adotadas nos nós. Como
sabemos, estas restrições podem atuar em três direções, o que nos demanda três variáveis
booleanas (verdadeiro/falso) para descrever o tipo de suporte, resultando em seis possíveis
combinações. Para que as verificações sejam mais rápidas, sem que seja necessário passar
por cada uma das três variáveis sempre que se queira definir o grau de restrição, adotaremos
um índice para cada combinação. Assim, restrições em x terão valor de 1, em y valor de 2
e em z valor de 4, sendo que a soma destes três valores resultará na configuração final do
apoio. Logo, um apoio restrito no eixo z e x, terá um índice de 5.
Além disso, não serão definidos construtores para esta classe, visto que não haverá
objetos propriamente ditos sendo criados. A classe servirá apenas para gerir a ideia de um
apoio, apresentando métodos para identificar quais são as deslocabilidade da estrutura que
estão restringidas. Deste modo, esta informação será alocada através do índice do apoio
no próprio objeto nó.
Como métodos, deveremos implementar os descritos no quadro 9.
4.2.6 Classe Nó
Um nó será definido por quatro características principais neste trabalho. Em
primeiro lugar, teremos o seu id, que será utilizado para determinar o extremos das barras,
um ponto C representando as suas coordenadas, a carga pontual Cp que nele atua e
também as restrições de apoio R nele configuradas. Além disto, de modo a facilitar a
montagem no modelo estrutural, também será inserida uma variável indicando se o nó está
rotulado, situação para a qual se condicionará que n− 1 barras das n que nele se ligam
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Quadro 9 – Tipo do membro em relação a sua rotulação
Descrição Entrada Saída
getRestricoes Retorna as restrições rx, ry, rz





getApoioId Retorna o índice i do apoio a







estejam com a devida extremidade rotulada, o que vai ao encontro de que foi definido por
Kassimali (2012) na seção 2.2.3.
Como explicado anteriormente, para o caso de classes que estejam ligadas à objetos,
serão utilizados índices para exprimir a relação entre os dois. Assim, no caso da carga
pontual Cp, utilizaremos, na verdade a variável id atrelada a ela para representá-la.
No que tange os construtores utilizados nesta classe, preveremos dois: um que
criará o nó a partir da definição de todas as suas variáveis constituintes e outro que o
criará a partir de outro nó. Este último será especialmente importante nos casos onde será
necessário dividir barras, por exemplo.
Quanto aos métodos, também serão previstos dois, para os quais temos a docu-
mentação explícita no quadro 10
Quadro 10 – Métodos da classe nó
Descrição Entrada Saída
toString Retorna uma representação in-
teligível em texto desc do nó N
Nó N Texto desc
getApNumero Retorna o índice de apoio I
apresentado pelo nó N
Nó N Inteiro I
Fonte: autor
4.2.7 Classe Barra
A classe barra é um ótimo exemplo do que vem sendo falado sobre a referenciação
através de índices. Por agrupar a maioria dos objetos que foram definidos até agora, se
utilizará desta filosofia para indicar que Material, Perfil e carga distribuída Q estão
associados a ela, além de levar os índices dos nós que a extremam, possuindo também as
variáveis N1 e N2. Ademais, também serão definidas outras características básicas delas,
como o comprimento L, o seu ângulo e a sua vinculação nas extremidades rot.
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Para as barras, será, como no caso dos nós, designado dois construtores. Para o
primeiro, teremos a entrada de todas as variáveis, com exceção do seu ângulo e comprimento,
os quais deverão ser calculados de acordo com as coordenadas dos dois nós que a delimitam.
Para o segundo, será criada uma barra nova a partir de uma já existente, o que também é
extremamente importante para casos onde há necessidade de se dividir barras.
No tocante aos métodos, nos ateremos a citar o toString, visto que os demais se
referem ao funcionamento da interface programa-usuário.
4.2.8 Classe Estrutura
Por fim, temos a classe Estrutura. É nela que todas as operações referentes ao
lançamento, alteração e cálculo da estrutura serão codificadas, fazendo com que deva conter
todos os objetos já definidos, de modo que possa acessá-los de um modo simples. Logo,
serão previstos vetores unidimensionais para cada um dos objetos, o que nos leva a obter.
Adicionalmente, visto que o método dos deslocamentos será implementado nesta classe,
também deveremos definir os objetos de matriz mRigidez, para a matriz de rigidez global,
mEngPerfeito, para o vetor de forças de engastamento perfeito global, mAcoesNodais,
para o vetor de ações nodais, e mReacoesNodais, para as reações nos apoios.
Nesta classe só será definido um construtor, já que no momento de criação do
objeto estrutura, esta ainda estará vazia. Assim, o construtor não levará nenhuma variável
de entrada além daquelas necessárias ao funcionamento do programa, como por exemplo,
acesso ao banco de dados.
Por gerir todas as alterações na estrutura, esta classe contará com métodos mais
operacionais em comparação com as demais, tal como adicionar uma barra, excluir um nó,
etc. De todo modo, não se restringirá a eles, abrangendo todos representados no quadro
11.
Dos métodos apresentados, destacamos o método calcular, cujo fluxograma pode
ser visto na figura 14. Sua elaboração foi feita com base nas diversas rotinas propostas por
Kassimali (2012), realizando algumas adaptações no que diz respeito à criação de matrizes
de rigidez e vetores de forças de engastamento perfeito.
4.3 Entrada de Dados
Uma vez definidos quais são as classes que constituirão o programa no âmbito
teórico da análise, devemos definir também de que maneira será feita a entrada de dados
por conta do usuário, para a qual adotaremos duas formas principais.
A inserção das barras será feita a partir da escolha de dois pontos na tela. Estes
estarão atrelados a uma grelha de espaçamentos x e y configuráveis, que funcionará de
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Quadro 11 – Métodos da classe Estrutura
Descrição Entrada Saída
add. . . Adiciona um novo elemento de
carga, material ou perfil ao
banco de dados da estrutura
Variável null
addBarra Adiciona uma nova barra com






exc. . . Exclui do banco de dados da
estrutura a carga, material ou
perfil de índice id.
Inteiro id null
excBarra Exclui do banco de dados a
barra de índice id
Inteiro id null
excNo Exclui do banco de dados o nó
de índice id
Inteiro id null
excNoSozinho Identifica quais nós não têm bar-
ras associadas e os exclui.
null null
populateAll Acessa o banco de dados da es-
trutura e insere os dados nas
respectivas variáveis.
null null
calcular Aplica o método dos desloca-
mentos na estrutura acessada.
null null
getEsfBarra Determina o vetor unidirecional
de esforços engPerfeito agindo
na barra de índice i no seu sis-
tema de coordenadas local
Inteiro i Número
engPerfeito
getDefBarra Determina o vetor unidirecio-
nal de deslocamentos desloc da




checkNosRot Verifica quais nós da estrutura
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âncora para garantir que as suas coordenadas esteja, alinhadas. Com a criação destas
barras, serão criados os nós inerentes, identificando também possíveis sobreposições de
barras e nós já existentes. Uma vez adicionadas, será possível selecioná-las e então acessar
uma área que, reunindo todas as informações intrínsecas às barras, possibilitará a alteração
destas características. O mesmo poderá ser feito para os nós.
Os demais objetos, como apoios, materiais e perfis poderão ser configurados a partir
de suas respectivas áreas, denotadas para Android de fragments. Estas áreas terão seu
acesso garantido por um menu que compreenderá todas as funcionalidades do aplicativo e
permitirão, além de inserir novos dados, excluir e editar os já existentes. A partir delas,
também será possível atribuir características aos componentes da estrutura, ou seja, um
determinado material a certas barras, ou ainda uma carga pontual a certos nós. Esta
definição de características também poderá ser realizada para a estrutura como um todo,
vis à vis da globalidade de certos aspectos dos elementos, como seu material de composição
e a forma de sua seção.
4.4 Apresentação dos Resultados
Por fim, devemos estabelecer como os resultados da análise serão apresentados ao
usuário. Deve-se levar em consideração que estes são divididos em quatro etapas. Optou-se
por manter o mesmo leiaute da entrada de dados. Todavia, há alguns pontos que foram
adicionados de modo a facilitar o seu uso.
O primeiro e mais importante dentre eles é o fato de que os diagramas serão
representados todos separadamente. Isto quer dizer que só será possível visualizar um
diagrama por vez, sendo necessário para isso um comando que permita ao usuário trocar
de uma representação para outra sem que o foco da tela se perca. Logo, optou-se por
confeccionar um botão de rotina cíclica que alternasse entre as cinco representações: reações
nodais, esforços normais, esforços cortantes, momentos fletores e estrutura deformada.
Outro ponto de grande valia para o bom funcionamento deste recurso é a escala
variável. Esta ferramenta permite ao usuário a configuração de uma escala acordante com
os diagramas representados em tela, o que contorna certos empecilhos como diagramas
que extrapolam os limites da tela e valores que se sobrepõem, e ainda proporciona uma
visão acentuada dos deslocamentos da estrutura, provando-se didática neste ponto.
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Figura 12 – Fluxograma eliminação gaussiana
Fonte: autor.
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Figura 13 – Organização hierárquica dos objetos constituintes da estrutura
Fonte: autor.







































































































































































































































































































































































































































































































































5 Apresentação do Aplicativo
Como especificado no primeiro capítulo deste trabalho, a sua conclusão constará
de um guia rápido de utilização para o aplicativo desenvolvido. Este guia reunirá todas as
funções do programa, contando com o lançamento de um pórtico desde a configuração das
características de seus componente até a visualização dos seus resultados.
5.1 Visão geral
A primeira tela, no momento de abertura, já apresenta algumas funcionalidades
para a inserção dos elementos (Figura 15). Para aproveitar o máximo delas, é importante
ter em mente que o aplicativo se vale de alguns gestos para facilitar a navegação. De um
modo geral, para mover a tela, o usuário deverá tocar e arrastar. Já para ampliar ou
reduzir a escala da estrutura, será utilizado o movimento de pinch (dois dedos na diagonal
abrindo para ampliar e fechando para reduzir). Além disso, um toque duplo na tela fará
com que a escala seja ajustada de modo a enquadrar toda a estrutura.
Esclarecidos estes pontos, podemos também perceber que três funções principais
podem ser acessadas logo da tela de início.
O botão barra permitirá a inserção de novas barras na estrutura, o que será visto
posteriormente. Já o botão grelha acessa a janela de grelha, onde é possível editar os
espaçamentos vertical e horizontal da mesma. Tendo em vista que nós extremos das barras
somente poderão ser inseridos nos ponto de intersecção da grelha, esta ferramenta torna-se
especialmente útil para casos onde é necessário um valor fracionário, por exemplo.
O botão menu permitirá ao usuário acessar o menu lateral do aplicativo, o qual
contém, além dos elementos constituintes da estrutura, a opção de calculá-la. Este também
pode ser aberto com um movimento de swipe para a direita e fechado com o mesmo
movimento, porém à esquerda. Nele, também será possível verificar, através dos indicadores
laterais, quantos itens de cada elemento já foram cadastrados pelo usuário. Podemos então
averiguar cada uma destas janelas para identificar suas especificidades.
A janela aberta para o cadastro das cargas distribuídas pode ser visualizada na
figura 16. É perceptível então que nesta janela pode-se gerenciar o cadastro, além de
atribuir uma determinada carga distribuída para todas as barras da estrutura ou apenas
para algumas específicas.
A janela aberta para o cadastro das cargas pontuais (Figura 17) é muito semelhante
a das cargas distribuídas, divergindo apenas nos dados que são inseridos.
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Figura 15 – Tela inicial do aplicativo
Fonte: autor.
A janela de apoios, representada na figura 18 difere das anteriores, visto que nesta
não há a necessidade de criar novos elementos. Sendo assim, esta tem o foco na definição
das restrições dos nós da estrutura, contando também com uma representação gráfica
dependendo das restrições selecionadas.
Apresentamos também a janela de materiais (Figura 19). Nela será possível cadas-
trar e gerir os materiais utilizados na confecção dos elementos da estrutura, para os quais
será possível atribuir um módulo de elasticidade e uma massa específica
Por fim, a janela de perfis é exibida na figura 20. Como é mostrado, esta janela
conta, além das ferramentas de controle já apresentadas, com a possibilidade de escolher o
tipo de perfil que será utilizado (dentro dos definidos previamente) e também com uma
representação gráfica em escala do perfil selecionado, que varia de acordo com as dimensões
alteradas.
Também é interessante destacar que a codificação referente aos leiautes pode ser
encontrada no apêndice E, no tocante à linguagem Java e no apêndice F, no tocante à
estruturação XML.
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Figura 16 – Cadastro de cargas distribuídas
Fonte: autor.
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Figura 17 – Cadastro de cargas pontuais
Fonte: autor.
Figura 18 – Apoios
Fonte: autor.
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Figura 19 – Cadastro de materiais
Fonte: autor.
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Figura 20 – Cadastro de perfis
Fonte: autor.
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5.2 Adicionar uma barra
A adição de barras está atrelada aos pontos da grelha configurados, isto é, os nós
extremos das barras só poderão ser adicionados nestes pontos. Deste modo, é possível
alterar o seu espaçamento de acordo com a necessidade da estrutura sendo construída.
Para acessar o modo “Adicionar Barra” no aplicativo, basta um clique no respectivo
botão, representado anteriormente na figura 15. Feito isto, já será possível inseri-las, tendo
em mente que isto será feito com um toque simples em cada uma das extremidades.
Outro aspecto do qual deve-se tomar nota, é o fato de que o aplicativo identifica
pontos de cruzamento e insere um nó nele, não havendo necessidade de inserir as barras
segmento por segmento. Todavia, este comportamento impede que sejam consideradas
barras sobrepostas sem nenhuma ligação, como ocorre em alguns casos de contraventamento.
5.3 Excluir e alterar elementos já inseridos
Em alguns casos, há a necessidade de alterar algumas características de um grupo
de elementos já inseridos simultaneamente. Isto é possível com a seleção destes elementos
através de um toque longo sobre um deles. Com este procedimento, o aplicativo entenderá
que se deseja selecionar aquele elemento em questão e o marcará como tal, deixando-o
num tom mais escuro, além de habilitar o modo de seleção. Uma vez nele, basta um toque
simples para se selecionar os demais elementos.
Cabe ressaltar que esta seleção é exclusiva, isto é, tanto as barras quanto os nós
podem ser selecionados, mas em momentos distintos. Tendo selecionado todos os elementos
desejados, as alterações poderão ser feitas - neste momento, a tela estará organizada tal
qual a representada na figura 21. Para isto, deve-se acessar os atributos dos elementos
através do botão configurações, o qual abrirá uma janela referente ao tipo de elemento a
ser alterado - nó ou barra
No caso de se alterarem nós, nesta janela serão apresentados as cargas pontuais
atuantes, a rotulação do nó e também as suas restrições. Já para as barras, teremos as
cargas distribuídas atuantes, seus perfis, seus materiais e também a vinculação em seus
extremos.
Ainda em tempo, no modo seleção será possível excluir os elementos selecionados.
No caso de exclusão de nós, todas as barras a ele ligadas serão apagadas, enquanto que no
caso de exclusão de barras, todos os nós sem nenhuma barra a eles ligadas também serão
excluídos.
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Figura 21 – Selecionar elementos no aplicativo
Fonte: autor.
5.4 Resultados
Com a estrutura adicionada, os resultados poderão ser acessados a partir do item
“Calcular"do menu principal. O programa tentará analisá-la de acordo com os métodos
descritos neste trabalho, o que pode não ser possível por três motivos, para os quais serão
emitidos avisos indicando isto:
a) Há elementos sem um perfil definido;
b) Há elementos sem um material definido;
c) A estrutura está hipostática.
Caso alguma destas três situações ocorra, o usuário deverá identificar aonde ela
está ocorrendo e prever as alterações necessárias para que deixe de acontecer. Assim, uma
vez que seja possível calcular a estrutura, o aplicativo mudará sua interface para a de
exibição dos resultados, representada na figura 22.
Nesta tela, é perceptível que os resultados são apresentados separadamente, sendo
que neste caso, mostramos os diagramas de momento fletor da estrutura em questão. Para
alternar entre os resultados, o botão Exibição será utilizado, sendo que ele circulará entre
as cinco possíveis representações: reações de apoio, esforços normais, esforços cortantes,
momentos fletores e diagrama de deformações da estrutura. Além disso, também é possível
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Figura 22 – Tela de resultados
Fonte: autor.
ajustar a escala destas representações, de modo a visualizar valores muito altos ou muito
baixos mais facilmente.
Por fim, para voltar ao modo de inserção, caso se deseje fazer mais alguma alteração,
basta acessar o menu principal da estrutura.
5.4.1 Validação dos Resultados
Como proposto na metodologia do trabalho, foram feitos testes para assegurar que
os resultados apresentados pelo programa eram condizentes com a realidade, equivalendo
àqueles da literatura. Esta validação poderá ser encontrada no apêndice C deste trabalho,
sendo que será voltada para os resultados apresentados por ferramentas computacionais
que operam no mesmo âmbito. Os pontos analisados para esta validação foram:
• a)Valor das reações nos apoios;
• b)Valor dos diagramas nos nós da estrutura;
• c)Formato dos diagramas;
• d)Formato da deformada;
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5.5 Exemplo de cálculo: pórtico hiperestático
O primeiro passo a ser tomado para o cálculo da estrutura é inserir o seu corpo,
isto é, suas características geométricas. Para tal deve-se clicar no botão adicionar barra
(Figura 15). Adicionaremos quatro barras no pórtico, cujas coordenadas são listadas a
seguir:
Barra 1 (1,0) e (1,2);
Barra 2 (3,0) e (3,2);
Barra 3 (0,2) e (2,2);
Barra 4 (2,2) e (4,2);
O lançamento deverá ficar igual ao da figura 23. Para o nó central, localizado nas
coordenadas (2, 2), vamos aplicar uma rótula, sendo necessário então selecioná-lo.
Figura 23 – Lançamento do pórtico exemplo
Fonte: autor.
Como já explicado, isto pode ser feito com um toque longo em cima do nó, após o
qual a tela entrará no modo seleção. Clique então no botão “Configurações” (Figura 21)
para acessar as configurações do nó. Agora, clique no botão rotular, como mostrado na
figura 24. Já pode-se fechar esta janela.
Com a rótula posicionada, devemos também prever os apoios da estrutura. Aqui,
optaremos por engastar os dois nós inferiores do pórtico, para tanto selecionando ambos
e clicando no botão “Configurações” novamente. Neste momento, marque as três opções
de rotulação Rx, Ry e Rz. Perceba que neste momento, a figura demonstrativa do apoio
tornou-se um engaste, bem como estes foram aplicados na estrutura. Assim, feche a janela.
Neste momento, a estrutura deverá possuir as feições da figura 25.
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Figura 24 – Rotulação do nó central
Fonte: autor.
Figura 25 – Lançamento da estrutura exemplo com restrições e articulações internas
Fonte: autor.
Devemos agora aplicar o carregamento na estrutura, o que será feito em duas
partes: admitiremos que toda a mesa superior do pórtico está submetida a uma carga
linear de 10KN/m agindo de cima para baixo, sendo que os nós extremos (mais à esquerda
e mais à direita) possuirão uma carga de 20KN agindo para cima. Deste modo, deveremos
configurar cada uma destas.
Começando pela carga pontual, devemos acessar a sua janela através do botão de
menu, clicando no item “Pontuais” (Figura 17). Clique no botão “Adicionar Carga” para
criar uma carga nova e configure os valores apresentados na figura 26 para caracterizá-la.
Então clique no botão “Atualizar dados” para confirmar as alterações. Por fim, clique
no botão “Atribuir a selecionados”, selecione os nós extremos e então clique no botão
“Confirmar”. Perceba que o programa já as adicionou aos pontos extremos e também já as
representa atuando sobre eles.
Feito isto, podemos cadastrar a carga linear. Assim como a pontual, acesse o menu
do programa, agora clicando no item “Distribuídas”. Adicione uma nova carga com o
botão “Adicionar Carga” (Figura 16). Configure-a tal qual os dados mostrados na figura
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Figura 26 – Dados carga pontual
Fonte: autor.
27 e clique no botão “Atualizar dados” para efetivar as alterações. Então clique no botão
“Atribuir a selecionados” e selecione todas as barras horizontais da estrutura, clicando
então no botão confirmar.
Figura 27 – Dados carga distribuída
Fonte: autor.
Neste momento, tendo adicionado ambas as cargas na estrutura, já será possível
visualizá-las no lançamento, tal como mostra a figura 28
Por fim devemos assegurar que os valores de inércia, área e módulo de elasticidade
estão devidamente configurados. Assim, iremos cadastrar o material e a seção que serão
utilizados. No que diz respeito, ao material, adotaremos uma liga genérica de aço, para a
qual temos um módulo de elasticidade de 210GPa. Do mesmo modo, a seção utilizada
será o perfil I W250×44,8 (METALICAS, 2008), para a qual temos as seguintes dimensões:
h = 266mm, b = 148mm, tw = 7, 6mm e tf = 13, 0mm.
Deste modo, para acessar as características do material, clique no botão de menu
na tela e então selecione o item Materiais. Já na janela, clique no botão "Adicionar
Material"(Figura 19) e preencha-o com as características discriminadas na figura. Então,
clique no botão “Atualizar Dados” para confirmar as alterações e, por fim no botão
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Figura 28 – Pórtico com cargas lançadas
Fonte: autor.
“Atribuir a todo” para atrelar todas as barras ao material configurado.
Figura 29 – Dados do material
Fonte: autor.
O mesmo deverá ser feito para a seção das barras, sendo que nesse caso os dados
inseridos serão os mostrados na figura 30.
Tendo configurado todos os aspectos da estrutura, já é possível visualizar seus
resultados. Para isto, acesse o menu do aplicativo e clique em calcular. A estrutura será
processada e assim que estiver calculada, serão exibidas as reações de apoio da mesma.
Vale retomar que o tipo de resultado exibido poderá ser selecionado ciclicamente de acordo
com o botão “Exibição” (Figura 22).
Os primeiros a serem exibidos serão as reações de apoio, para as quais temos os
valores apresentados na figura
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Figura 30 – Dados do material
Fonte: autor.
Figura 31 – Reações de apoio no pórtico
Fonte: autor.
Por conseguinte, a deformada da estrutura é apresentada (Figura 32). Também
lembramos que a escala pode ser ajustada para uma melhor visualização dos deslocamentos.
O próximo diagrama representado é o de esforços axiais (Figura 33). Do mesmo
modo que os deslocamentos, estes diagramas podem ser levados à escala mais conveniente
para visualização. Note que as barras verticais do pórtico não apresentam esforços normais,
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Figura 32 – Deslocamentos no pórtico
Fonte: autor.
visto que as forças aplicadas nas barras horizontais acabam se cancelando. Em compensação,
as barras horizontais centrais apresentam um esforço de 1, 86KN , correspondente às reações
horizontais nos apoios.
Figura 33 – Esforços axiais no pórtico
Fonte: autor.
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Na sequência, poderemos analisar o diagrama de esforços cortantes (Figura 34).
Nele, podemos perceber que as barras às quais foi atribuído o carregamento distribuído
apresentam um diagrama linearmente variável, cujos extremos são compatíveis com as car-
gas pontuais de 20KN aplicadas. De encontro a isso, as barras verticais, sem carregamento
ao longo do seu comprimento dispõem de um diagrama constante, de valor respectivo às
cargas horizontais nos apoios.
Figura 34 – Esforços cortantes no pórtico
Fonte: autor.
Finalmente, nos é apresentado o diagrama de momento fletores 35. Nele, é inte-
ressante notar que tanto as extremidades livres do pórtico quanto a rótula apresentam
momentos nulos, comportamento que é esperado nessas regiões. Além disso, por possuí-
rem uma carga linearmente distribuída constante, as barras horizontais apresentarão um
diagrama de momento de formato parabólico, seguindo uma equação do segundo grau.
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Um dos pontos mais pronunciados do desenvolvimento de um produto é o caráter
holístico que este assume. Com o decorrer do trabalho, percebeu-se que este processo
engloba muito mais do que somente as ferramentas matemáticas e analíticas nas quais se
baseia, ou mesmo a linguagem computacional que o compõe. Engloba também aspectos
gráficos, de performance, além de uma série de conceitos inerentes à utilização de uma
ferramenta portátil que buscam sempre uma interface mais intuitiva para o usuário.
Destarte, poderíamos nos demorar na análise da implementação do método dos
deslocamentos e em quão apto ele está para o uso computacional. Contudo, visto que este
é um lugar comum na engenharia de estruturas, é mais interessante que, salvoguardadas
a sua importância e aptidão para a análise computacional de estruturas, seja avaliado o
aplicativo como produto, sobretudo do ponto de vista de um usuário. Deste modo, ficam
também indicadas possíveis melhorias e adaptações para versões futuras.
É importante que se compreenda que o desenvolvimento de um programa é um
processo iterativo. Por conta disto, não é sensato admitir que a sua primeira versão
será a mais eficiente, sendo este próprio aplicativo exemplo disto. Se colocarmos em
paralelo os objetivos propostos no início do trabalho e o que foi alcançado no fechamento
deste, facilmente se constatará que estes foram alcançados - todas as funcionalidades
foram implementadas e o aplicativo desempenha o papel ao qual se propunha: ser uma
ferramenta portátil para o aprendizado de análise estrutural.
Todavia, este tipo de comparação pode relevar alguns aspectos significativos do
produto final, pois se limita ao escopo do projeto, não levando em consideração as
possibilidades que nele não estão abrangidas. Estes aspectos possuem cunho variado, mas
via de regra estarão atrelados à experiência do usuário com o aplicativo - cuja importância
é vital no desenvolvimento de um programa de qualidade.
Entre eles, podemos destacar, por exemplo, o modelo de armazenamento dos dados
da estrutura: até o momento, os dados da estrutura são diretamente armazenados em um
banco de dados do próprio aplicativo, não sendo possível trabalhar com dois arquivos ao
mesmo tempo - todas as alterações feitas nele são guardadas neste banco, impossibilitando
a presença de dois arquivos. Além disso, algumas funcionalidades que abrangem em muito
a versatilidade do aplicativo poderiam ter sido implementadas, como a consideração de
cargas globais na estrutura, ou então a exibição das matrizes de rigidez da estrutura e da
barra para o usuário, de modo que pudesse haver uma conferência de resultados ao longo
do cálculo.
Alguns pontos da performance também devem ser melhorados, sobretudo no que
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diz respeito a estruturas com um menor grau de restrição. Como visto no trabalho, quanto
menor esse valor, maior será o sistema a ser resolvido, deixando logo o processamento
mais lento. Deste modo, estes aspectos deverão ser considerados em uma próxima versão
do programa, de modo que o aplicativo permita a análise de estruturas mais robustas.
No que diz respeito à interface do programa, também podemos destacar a inserção
de barras que, num primeiro momento pode não ser óbvia. Ademais, os próprios aspectos
gráficos do programa terão de ser melhorados, visto que a sua aparência ainda é áspera.
De todo modo, como dito anteriormente, este é um processo iterativo, sendo que
versões futuras do programa poderão trazer estas correções. No âmbito positivo, foram
implementados recursos interessantes que de fato diminuem o trabalho do usuário no que
diz respeito ao lançamento, tal qual a identificação automática de cruzamento de barras
ou a possibilidade de se atribuir características específicas a um conjunto de elementos ou
então a todos eles.
Além disto, o aplicativo apresenta de um modo geral uma interface bem intuitiva,
se utilizando dos diversos recursos que uma tela sensível ao toque oferece, destacando-se
do conservadorismo comum a programas de engenharia, no que diz respeito a leiaute e
interatividade.
6.1 Recomendações para trabalhos futuros
De acordo com o que foi realizado ao longo do trabalho, alguns pontos podem
ser levantados como trabalhos futuros, podendo-se inclusive utilizar os códigos aqui
desenvolvidos como base:
a) Desenvolver aplicativo para análise de grelhas, sendo possível também o dimensiona-
mento de lajes através da analogia de grelha;
b) Implementar mais funcionalidades de cálculo a este aplicativo, como a possibilidade
de inserir arcos, apoios deslocáveis, nós semirrígido, etc;
c) Implementar considerações de esforços de segunda ordem de acordo com os desloca-
mentos calculados;
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APÊNDICE A – Cálculo das Forças de
Engastamento Perfeito
A.1 Caracterização da carga distribuída
Visto que as cargas distribuídas consideradas nestes trabalho são de distribuição
linear, devemos definir uma equação que as modelem. Do mesmo modo, visto que as cargas
atuam tanto ao longo das barras quanto transversalmente a elas, o carregamento pode ser
representado como um vetor cujas coordenadas são definidas em função de um ponto x ao
longo da barra (A.1). Cabe ainda ressaltar que as componentes do vetor carregamento
estão atreladas ao sistema de coordenadas locais, x sendo, então, o eixo da barra e y o
eixo transversal a esta.
~q(x) = (qx(x), qy(x)) (A.1)
Se tratando de uma distribuição linear, podemos ainda expressar o vetor ~q(x) na

























qx0: Valor da carga distribuída na direção x no nó inicial da barra
qy0: Valor da carga distribuída na direção y no nó inicial da barra
qx1: Valor da carga distribuída na direção x no nó final da barra
qy1: Valor da carga distribuída na direção y no nó final da barra
x: Ponto da barra, a contar do nó inicial, onde se mede o valor da carga
L: Comprimento total da barra
A.2 Membro do tipo 3 (MT = 3)
Como definido no trabalho, um membro do tipo quatro apresenta ambas as suas
extremidades livres, implicando na inexistência de momentos nas mesmas. Sendo assim,
podemos ilustrar esta condição com a figura 36:
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Figura 36 – Barra MT = 3 com carregamento linearmente variável
Fonte: autor.
Nota-se também que o sentido das forças na figura 36 foi escolhido de modo
a coincidir com o positivo da convenção definida na seção 2.2.5, não representando
necessariamente o real sentido das mesmas.
Para definir os valores das reações de apoio, podemos nos utilizar das equações de
equilíbrio estático. Aplicando-as, obtemos:
∑
V = 0→ V0 + V1 +
L∫
0

































M1 = 0→ −V0L−
L∫∫
0
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∑
N = 0→ H0 +H1 +
L∫
0































































A.3 Membro do tipo 2 (MT = 2)
Para elementos do tipo 2, temos que a extremidade final da barra será rotulada,
como mostrado na figura 37.
Figura 37 – Barra MT = 2 com carregamento linearmente variável
Fonte: autor.
Para o momento M0 na extremidade inicial, podemos consultar Sussekind (1987),
que admite, para uma barra rotulada em uma das extremidades e submetida a um carre-
gamento de carga variável, aqui encarado como a soma de dois carregamentos triangulares,
um valor de:
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M0 = − 115qy0L
2 − 7120qy1L
2 = − 1120 (8qy0 + 7qy1)L
2
Podemos nos utilizar do que foi determinado na seção A.2 deste apêndice. Como
















Ainda, da estática, podemos fazer a soma dos momentos fletores no nó final da
estrutura, que deverá ser igual a 0:
∑
M1 = 0→M0 − V0L−
L∫∫
0





























V0L = − 1120 (8qy0 + 7qy1)L
2 − 16 (2qy0 + qy1)L
2
V0L = − 1120 (48qy0 + 27qy1)L
2
V0 = − 1120 (48qy0 + 27qy1)L
V1 = − 1120 (12qy0 + 33qy1)L
A.4 Membros do tipo 1 (MT = 1)
Membros do tipo 1 são bastante similares aos do tipo 2, com a única ressalva de que,
ao invés de apresentarem a sua extremidade final rotulada, apresentam a sua extremidade
inicial (Figura 38).
Com isto em mente, podemos utilizar o que foi deduzido na seção A.3 para definir as
forças de engastamento perfeito desta classe de membros, sempre levando em consideração
a convenção de sinais:
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V0 = − 1120 (33qy0 + 12qy1)L
V1 = − 1120 (27qy0 + 48qy1)L
M1 =
1
120 (7qy0 + 8qy1)L
2
A.5 Membro do tipo 0 (MT = 0)
Estes membros não possuirão articulações em suas extremidades, se tratando,
portanto de barras biengastadas, como mostra a figura 39.
Temos, dos demais casos a expressão para a soma das forças verticais na barra e a
expressão para as forças horizontais. Já para determinação dos momentos causados pelos
apoios de terceiro grau, recorremos novamente a Sussekind (1987). Destes dois pontos,
obtemos que:
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120 (4qy0 + 6qy1)L
2





Fazemos a soma de momentos no nó final da barra, de onde tiramos:
∑
M1 = 0→M0 +M1 − V0L−
L∫∫
0



















V0L = − 1120 (6qy0 + 4qy1) +
1
120 (4qy0 + 6qy1)−
1
6 (2qy0 + qy1)L
2zz
V0 = − 120 (7qy0 + 3qy1)L
V1 = − 120 (3qy0 + 7qy1)L
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APÊNDICE B – Determinação das equações
dos diagramas da barra
Para a determinação dos diagramas, partiremos de três equações (Equação B.1)
citadas por Sussekind (1981). Para isto, deveremos resolvê-las, aplicando também as
condições de contorno das barras. Cabe ressaltar que as considerações previstas no apêndice
A são todas válidas, contudo não haverá necessidade de distinguir entre os tipos de membro













Ademais, é importante que se tenha em mente que os esforços internos não seguirão
a mesma convenção de sinais que as demais forças, mas a sua própria, também definida
no quadro 2.
B.1 Esforço normal N(x)
Sabemos do que foi definido na seção A.1 que a equação B.1 relativa aos esforços
normais poderá ser escrita em termos dos coeficientes da carga linearmente distribuída.
Além disto, também sabemos do desenvolvimento do método dos deslocamento que os
esforços normais nas extremidades da barra é definido, podendo portanto ser representados




























N(x = 0) = −N0 ∴ C0 = −N0
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B.2 Esforço Cortante V (x)
Para a curva do esforço cortante, utilizaremos as mesmas disposições dos esforços




























V (x = 0) = V0 ∴ C1 = V0











B.3 Momento Fletor M(x)
As mesmas disposições poderão ser utilizadas na resolução desta equação, sendo ne-
cessária apenas uma ressalva primária ao cálculo: pelo fato de a equação conter uma integral
dupla, serão necessárias duas condições de contorno para determinar o valor das constantes
de integração. Sabendo que dM(x)
dx































M(x = 0) = M0 ∴ C3 = M0
dM(x = 0)
dx
= −V0 ∴ C2 = −V0












B.4 Diagrama de deformações
Para determinar a equação da linha elástica da estrutura, a separaremos em
duas componentes: a equação respectiva aos deslocamentos axiais u e a respectiva aos
deslocamentos transversais v. Para a primeira, teremos uma aproximação de elemento de
treliça, portanto um grau de liberdade e uma equação de reta. Já para a segunda, teremos
uma aproximação de elementos de viga, ou seja, dois graus de liberdade e uma equação do
terceiro grau.
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B.4.1 Deformações u no eixo x
Os deslocamentos axiais podem ser escritos a partir de uma interpolação do
primeiro grau. Como condicionadores, dispomos dos deslocamentos no dito eixo em ambas
as extremidades da barra, isto é, d0 e d3. Assim:
u(x) = C0d0 + C1d3





















B.4.2 Deformações v no eixo y
Já os deslocamentos transversais deverão ser interpolados por uma função do
terceiro grau, o que implica na necessidade de quatro condições de contorno, para as quais
utilizaremos os deslocamentos em y, d1 e d4 e as rotações em z, d2 e d5, na extremidade
inicial e final da barra, respectivamente. Deste modo:
v(x) = C0d1 + C1d4 + C2d2 + C3d5




dx(L) = d5 ∴














































































APÊNDICE C – Validação dos resultados
C.1 Viga Contínua
Figura 40 – Resultados apresentados pelo F-tool
Fonte: autor.
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Figura 42 – Resultados apresentados pelo F-tool
Fonte: autor.
C.3 Pórtico
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Figura 43 – Resultados apresentados pelo Aplicativo
Fonte: autor.
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Figura 44 – Resultados apresentados pelo Ftool
Fonte: autor.
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Figura 45 – Resultados apresentados pelo Aplicativo
Fonte: autor.
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G.2 Valores de cor
